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EXERCICES D'ANALYSE

PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

MÉMOIRE

Mouvements infiniment petits d!un système de molécules sollicitées par des

forces dattractioîi ou de répulsion mutuelle.

§ I". Équations d'équilibre et de mouvement d'un sjsteme de molécules.

Considérons un système de molécules sollicitées au mouvement par des

forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Soient au premier instant, et

dans l'état d'équilibre

.r,j^, js, les coordonnées d'une molécule m,

X -|- X
, j^+ y, 2+ z les coordonnées d'une autre molécule /w,

r le rayon vecteur mené de la molécule tn à la molécule aw;

on aura

(i) r»=:x» + y^ + z%

et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-

axes des coordonnées positives , seront respectivement

X y z

r' r' r'

Supposons d'ailleurs que l'attraction ou la répulsion mutuelle des deux

masses tn, /w, étant proportionnelle à ces masses, et à une fonction de la

Ex. d'An, et de Ph. M. '



( 2 )

distance r, soit représentée, au signe près, par

mmî(r)

f(r) désignant une quantité positive, lorsque les molécules s'attirent, et

négative, lorsqu'elles se repoussent. Les projections algébriques de la force

m7?2f(r),

sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les cosinus

des angles que forme le rayon vecteur r avec ces axes, et, en consé-

quence , si l'on fait pour abréger

• elles se'-V^ùiroit à

••^î^'iO'îLJA../ ^'wx/(r), tn/ny/(r), mimf(r),

Cela posé , les équations d'équilibre de la molécule m seront évidemment

( o = S[mx/(r)],

(3) o = S[/7zy/(r)],

(o=S[mz/(r)],
;

^^^^^^^^.

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables entre

eux et relatifs aux diverses molécules m du système ^pnné.

Concevons maintenant que les molécules

un, m, . ,

,

viennent à se mouvoir. Soient, au bout du temps t,

^, », ^,

les déplacements delà molécule m, mesurés parallèlement aux axes coor-

donnés. Soient d'ailleurs

ce que deviennent ces déplacements, lorsqu'on passe de la molécule m

à la molécule m. Les coordonnées de la molécule m, au bout du t, seront

•^ + ?, J + >»? 2 4-f

,

tandis que celles de la molécule m seront

jC+X+^ + Ag, jj^ +y + >, + A>î, js-f-z+f+ aC.

Soit à cette même époque



(3)

la distance des molécules m, m. La distance

r+ p

offrira pour projections algébriques, sur les axes des x,j, z^ les différences

entre les coordonnées des molécules m, m, savoir :

x + iig, y+j^n, z + aÇ.

On aura en conséquence . -.

(4) (^+ pT = (^ + A?)*+ (y+ A>i)*+ (z -f aO*.

Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule m

de ses équations d'équilibre, c'est-à-dire des formules (3), il suffira évi-

demment de remplacer, dans ces formules , les premiers membres par

Ê} ^ ^
dt^' df' de'

puis de substituer à la distance

r

et à ses projections algébriques

X, y, z

,

la distance

r + p

et ses projections algébriques

X + Ag, y + A», z + aÇ;

en opérant ainsi, on trouvera

g = S[m(x4-A?)/(r+p)],

(5) (§ = S['«(y+A»)/(/-+p)],

g = S[m(z + AO/(r+p)].

§ II. Équations des mouvements infiniment petits d'un système de molécules.

Considérons, dans le système de molécules donné , un mouvement
vibratoire, en vertu duquel chaque molécule s'écarte très peu de sa po-

sition initiale. Si l'on cherche les lois du mouvement, celles du moins qui

subsistent quelque petite que soit l'étendue des vibrations moléculaires,

alors en regardant les déplacements

I..



(4)
et leurs différences

A?, A», A?,

comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra

négliger les carrés et les puissances supérieures , non-seulement de ces

déplacements et de leurs différences, mais aussi de la quantité p, dans

les développements des expressions que renferment les formules (4), (5),

du premier paragraphe ; et l'on pourra encore supposer indifféremment

que des quatre variables indépendantes

les trois premières représentent ou les coordonnées initiales de la molé-

cule m, ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de l'hypothèse ad-

mise, différeront très peu des premières. Xela posé, si l'on a égard aux

formules (3) du$ P% les formules (4) et (5) du même paragraphe donneront

et

ou , ce qui revient au même

,

dv
= Lg + R>H- QC,

(3)
' {g=Re+M. + PÇ,

\

g = Q? + P" + NC,

pourvu que, « désignant une fonction quelconque des variables jr, j, z, et

A«

l'accroissement de « dans le cas où l'on fait croître

X de X
, ^ de y , z de z

,

on représente, à l'aide des lettres

L, M, N, P, Q, R,



(5 )

non pas des quantités , mais des caractéristiques déterminées par les for-

mules

L«= s|m[/(r)+^^]A«|, M=..., N = ...,

P«=s|mÇ^A«|, Q=..., R=...,

Comme d'ailleurs ces diverses formules doivent servir à déterminer les

caractéristiques

L, M,N, P, Q, R,

quelle que soit la fonction de x,j", z désignée par «, elles peuvent être,

pour plus de simplicité, présentées sous la forme

(L= S{™[/(r)+i;'ffl]AJ, M=..., H=...,

"» |p=si..S*^AJ, Q=..., R = ...,

Enfin , si Ton désigne , à Taide des caractéristiques

D,, D,, D., D„

et de leurs puissances entières, les dérivées qu'on obtient quand on diffé-

rentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables indé-

pendantes

par rapport à ces mêmes variables , les équations (3) pourront s'écrire

comme il suit

(
(L — DO? + Ri + QC=o,

(5) j
R^+(M— D,> + PC=o,

( Q?+P*i+ (N — d;oc = o.

Pour réduire les équations (5) à la forme d'équations linéaires aux dif-

férences partielles, il suffira de développer les différences finies des varia-

bles principales

en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y par-

viendra aisément à l'aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle on

aura

«+ A«= e^' + y^^+ ^^'«,

quelle que soit la fonction de



(6)
désignée par « , et par conséquent

(6) i + A = e^°'+y"^ + ^^%

Cela posé, dans les équations (5), ramenées à la forme d'équations aux

différences partielles, les coefficients des dérivées des variables principales

se réduiront toujours à des sommes de l'une des formes

(8) S [mx»y"'z»7(r)], S fmx^y»V"^?^^T

par conséquent à des sommes , dans chacune desquelles la masse m se

trouvera multipliée , sous le signe S
,
par des puissances entières de x, y, z,

et par une fonction de r.

On pourra regarder la constitution du système donné de molécules

comme étant partout la même, si les sommes (8) se réduisent à des

quantités constantes, c'est-à-dire à des quantités indépendantes des coor-

données
X. r-> j 9 "•>

de la molécule m. C'est ce qui aura lieu , par exemple
,
quand le

système donné sera un corps homogène
, gazeux ou liquide ou cristallisé.

Alors les équations des mouvements infiniment petits du système donné,

c'est-à-dire les équations (5) pourront être considérées comme des équa-

tions linéaires aux différences partielles et à coefficients constants entre

les trois variables principales -| ; ; .( -^

et les quatre variables indépendantes

-.n.vv.ai. ...........
^,_^^^, ,. ,

De semblables équations sont propres à représenter
,
par exemple , les

mouvements infiniment petits du fluide lumineux dans le vide, ou bien

encore les mouvements infiniment petits d'un corps élastique.

§ III. Mouvements simples

.

La solution de plusieurs problèmes de Physique mathématique pou-

vant dépendre de l'intégration des équations (3) du paragraphe pré-



(7)
cèdent, considérées comme équations linéaires à coefficients constants;

nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous bornant

pour l'instant aux intégrales qui représentent les mouvements simples,

définis comme on le verra ci-après.

Lorsque les sommes (8) du § II demeurent constantes, alors, pour

satisfaire aux équations (5) du même paragraphe , il suffit de supposer les

variables principales :^i> U'f^int:

toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne doijt l'ex-

posant soit une fonction linéaire des variables indépendantes .;.,..r-_r^r

et de prendre en conséquence

(l) ^ = 4g«^+^y+^^-^^^
>,
— gg«x+py+wz-.^^

ç
_ ^^„,4.^H-wz-.t^

u, v^w , S ^ A,B, C, désignant des constantes réelles ou imaginaires

convenablement choisies. En effet, si l'on substitue les valeurs précé-

dentes de

?; ^y f.

dans les équations (5) du second paragraphe , tous les termes seront divi-

sibles par l'exponentielle
ux-4-py+wz

—

si

et après la division effectuée , ces équations seront réduites à d'autres de

la forme

(2) I
.^A + (31L— s^)R -f. W = o,

( ^A -f- ^:B + ( ^ —.^')C =! o-,

les valeurs des coefficients

étant déterminées par les formules

^ =s|;n[/[(r)H.î;Ç5](e-+''y+--i)j, 3ît=..., »=....,

ou , ce qui revient au même
,
par les formules

4: = q + ^, OÏL = 0^^"^, ^=:g + ^
^ ^ ^Jl^. ^^AL ^=-^.

dvdw ' dwdu '
dudif

'



(8)
et les valeurs de g, 5 étant

Or, lorsque les sommes (8) du § II demeurent constantes, on peut en dire

autant des valeurs de

4^, DÏL, S(L, ^, ^, Si,

que fournissent les équations (3) jointes aux formules (4), et qui sont dé-

veloppables avec l'exponentielle

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de w, i^, vr. Donc
alors on peut satisfaire aux équations (2) par des valeurs constantes des

facteurs

A, B, C.

Soit maintenant

S = o

l'équation du 3'' degré en s* que produit l'élimination des facteurs

A, B, C,

entre les équations (2) , la valeur de s étant

Si l'on prend pour ^* une quelconque des trois racines de l'équation (5), et

si d'ailleurs on désigne par

^» €, yy

des coefficients arbitraires, on pourra présenter les équations (2) sous la

forme

f (5^ -, 4^) A — ^B — ^G =; aS
,

(6) ]
—.^A+ C^^"

— 31b)B~- ^G = Gs,

^
>_ 6jA — ^B-{-. (5^ — 5^) G =; yS,

Or, en laissant à s une valeur indéterminée, on tirera de ces dernières

équations, résolues par rapport aux facteurs A, B, C,

( A = fa + me + ^y,
(7) j B =%ct + MS+ f>,
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et par suite

(H)
A _ B __ C

^""^ 'i^A+ns+^y %oL+MS+fy'^ (a^d+fe-^My*
les valeurs de

f , JH, lïT, f, m, m,
étant

^^>'|m=^(^*— 4L) + ^^, ©=^(^*—^)+c'R.^, m=<^(^*— ^)4-%
Donc, lorsqu'on prendra pour s une racine de l'équation (5), elles véri-

fieront les formules (2) ,
quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées

aux constantes

ût, ë, y;

et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports

B C

A' A'

propres à vérifier les formules (2), seront précisément celles que fournit

la formule (8). Si l'on suppose en particulier les constantes

ût, S, y,

toutes réduites à zéro, à l'exception d'une seule, la formule (8) donnera

successivement

A _ B _ C^

f "" m "^ ©'
A B __ C

ir ~ i» ~ f
A __ B _ c

Les formules (i), lorsqu'on y suppose les constantes

(10)

B C
•"' ï' A'

déterminées en fonctions de

par l'équation (5), jointe à la formule (8), ou, ce qui revient au même, à

l'une des trois formules (10), représentent ce qu'on peut nommer un sys-

tème d'intégrales simples des équations (3) du § II. Les coefficients

M, ^, w
Ex. d'An, et de Ph. M.
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dans ces intégrales simples, restent entièrement arbitraires, ainsi que la

constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes

w, i>, w, s^ A, B, C,

et, par suite, les valeurs des variables principales
"

?. ^, K'>

tirées des formules (i), peuvent être réelles ou imaginaires. Dans le

premier cas, ces variables représenteront les déplacements infiniment

petits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible

avec la constitution du système donné; dans le second cas, les parties

réelles des variables principales vérifieront encore les équations des mou-
vements infiniment petits , et ce seront évidemment ces parties réelles qui

pourront être censées représenter les déplacements infiniment petits des

molécules dans un mouvement de vibration compatible avec la constitu-

tion du système. Dans l'un et l'autre cas, le mouvement infiniment petit,

qui correspondra aux valeurs de ^, >i, {, fournies par les équations (i);^.

sera un inous>ement simple y dans lequel ces valeurs représenteront ou les

déplacements effectifs des molécules, mesurés parallèlement aux axes coor-

donnés, ou leurs déplacements symboliques , c'est-à-dire, des variables

imaginaires dont les déplacements effectifs seront les parties réelles. Les

équations (i) elles-mêmes seront les équations finies, et, dans le second

cas, les équations finies symboliques du mouvement simple dont il s'agit.

Si l'on pose

(lOr
= U-|-uV'— I, (^ = Y+ V\/— I, w=:W-f.wv/— I,

^ == s + s \/— I
,

(12) Azrzae'^V/^, B = be/^V/~i, C= ce'V'^, .

u, V, v^, U, V, W, s, S, a,b,c, A,(M.,^, désignant des quantités réelles;

et si d'ailleurs on fait, pour abréger,

(j3) k == v/u^+ v* + w», R = \/W~+y^+W%
(14) kt>=ux+ vjr-{-wz, RR=U,r-f-V>'-HWz,
les formules (i) donneront

^ = ae^'— ^'cos(k^— s^H-A),

(i5) \y^ = be^"-^^cos(k^— sjÇ+^tc),

= ce^'''""^'cos(k^— s^-(-0-
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Or, on tire des équations (i5j,

i" lorsque A, /u y v, sont égaux

(•6) 1 = 1 = h
2° lorsque A, /u, v, ne sont pas égaux

SE
*i C '

^sin(^— ^)+ gsin(j^— A)+ ^sin(X— ^) = o,

Donc la ligne décrite par chaque molécule du système est toujours une

droite représentée par la formule (i6), ou bien une ellipse représentée

par les formules (17), cette ellipse pouvant se réduire à une circonférence

de cercle. Le plan invariable^ auquel le plan de l'ellipse reste constam-

ment parallèle , est d'ailleurs représenté par l'équation

(18) - sin(,a— j')-f-'^sin(j/ — A)+ -sin(A— ju) = 0.
3, D C

Ajoutons que l'aire décrite, au bout du temps ^, par le rayon vecteur de

l'ellipse est représentée par le produit

s 2Kr/ —lSt\

Enfin, dans le cas particulier où S s'évanouit, chacune de ces aires croît

proportionnellement au temps, puisqu'on a dans ce cas

2S — ^•

Si, en nommant
<2, b, c,

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des

coordonnées positives , on nomme

le déplacement d'une molécule mesuré parallèlement à l'axe fixe, on aura

(20) « = ag 4- ^» + c^;

et, en posant pour abréger

«a cos X -\- bh cos f* -f- ce cos v = h cos 25- , aa sin A -f- ^b sin ^ + ce sin v = h sin «^
,

on tirera des formules (i5),

{i\) » = he cos (kx. — s^ + 'Zêr),
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Dans cette dernière équation, ainsi que dans les équations (i5),

sont déterminés par les formules (14), et leurs valeurs numériques expri-

ment les distances du point (x
, J, z) à un second et à un troisième plan

invariable , représentés par les équations

(22) ujr+ vj+ wjz= o, (28) U^ + V/H-Wz = 0,

distincts par conséquent du premier plan invariable auquel appartenait

l'équation (18). D'ailleurs le produit

, Kr— Si
ne

représentera la demi-amplitude des vibrations moléculaires , mesurée pa-

rallèlement à l'axe fixe que l'on considère , tandis que l'arc

ki^ S^ + 'ZêT

représentera la phase du mouvement simple projeté sur cet axe ? et

le paramètre angulaire relatif à ce même axe. Ajoutons que l'exponentielle

népérienne
KR-Sf

e

sera le module du mouvement simple , et que l'arc

kt< — s^

en sera Yargument.

Il est bon d'observer qu'en vertu des formules (i5) et (20), toutes les

molécules situées sur une parallèle à la droite d'intersection du second

et du troisième plan invariable se trouveront toujours, au même instant,

déplacées de la même manière.

La valeur du déplacement « , déterminée par la formule (21), s'évanouit

lorsqu'on a

(24) cos (k^ — s^ + <zîr) = 0;

par conséquent elle s'évanouit, lorsque t demeure constant, pour des

valeurs équidistantes de ^, qui forment une progression arithmétique dont

la raison est

et, lorsque v demeure constant, pour des valeurs équidistantes de t ,
qui
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forment une progression arithmétique dont la raison est

D'ailleurs, le cosinus de la phase

kt< — st + fsr

reprendra la même valeur numérique avec le même signe , ou avec un

signe contraire , suivant que l'on fera varier la distance x^ d'un multiple

pair ou impair de r, ou bien encore le temps t d'un multiple pair ou im-

pair de -. Cela posé, si* l'on prend

(25) 1 = Ç, (.6) T = ^,

on conclura de la formule (21) ou (24) que, dans un mouvement simple,

le déplacement d'une molécule mesuré parallèlement à un axe fixe, s'éva-

nouit, 1° à un instant donné, pour toutes les molécules situées dans des

plans, parallèles au second plan invariable, qui divisent le système en tran-

ches dont l'épaisseur est -1; 2° pour une molécule donnée, à des instants

séparés les uns des autres par des intervalles de temps égaux à - T. Ces

tranches et ces intervalles seront de première espèce ou de seconde espèce^

suivant qu'ils répondront à des valeurs positives ou négatives de

cos (kt; — st + ^)

et du déplacement ». Enfin , deux tranches consécutives composent une

onde plane , dont l'épaisseur 1 sera ce qu'on nomme la longueur d'une on-

dulation ^ et deux intervalles de temps consécutifs, pendant lesquelles

l'extrémité de l'arc

ki^ S^ + '^êT'

parcourra la circonférence entière, composeront la durée T dune vibration

moléculaire. Quant aux plans qui termineront les différentes tranches et

ondes, ils répondront évidemment, pour une valeur donnée du temps t,

aux diverses valeurs de ^ qui vérifieront la formule (24).

Si l'on fait croître, dans la formule (24), t de ht et '^ de àv^ cette for-

mule continuera de subsister, pourvu que l'on suppose

kAv — sA^ = o,



par conséquent

la valeur de H étant

(-7)

( '4 )

At

k T

Il suit de cette observation que , le temps venant à croître , les ondes

planes, comme les plans qui les terminent, se déplaceront, dans le système

de molécules donné , avec une vitesse de propagation dont la valeur Q. sera

celle que fournit la formule (27).

Considérons maintenant en particulier le module du mouvement simple,

ou l'exponentielle népérienne

e

qui entre comme facteur dans l'amplitude relative à chaque axe. On ne

pourra pas supposer que le logarithme népérien de ce module , c'est-à-dire

l'exposant

Rr -- SjÇ ,

croisse indéfiniment avec le temps, puisqu'il s'agit de mouvements infini-

ment petits ; et par conséquent le coefficient S dans cet exposant devra

être nul ou positif. Dans le premier cas l'amplitude des vibrations demeu-

rera constante , et le mouvement simple sera durable ou persistant. Dans

le second cas, au contraire, cette amplitude décroîtra indéfiniment, et

pour des valeurs croissantes de ^, le mouvement s'éteindra de plus en plus.

Quant au cpefficient R, par lequel se trouve multipliée, dans le loga-

rithme népérien du module, la distance r d'une molécule au troisième plan

invariable , il pourra lui-même se réduire à zéro; et, s'il n'est pas nul, on

pourra le supposer négatif, pourvu que l'on choisisse convenablement le

sens suivant lequel se compteront les valeurs positives de r. Alors, pour

des valeurs positives et croissantes de r, on verra encore le module du

mouvement simple décroître indéfiniment; ce qui montre que, pour un

instant donné, le mouvement deviendra de plus en plus insensible, à

mesure que l'on s'éloignera davantage dans un certain sens du troisième

plan invariable.

Dans le cas particulier où l'on aurait à la fois

R = o, S = o,



( i5
)

les formules (i 5) et (21) se réduiraient à

(28) Ç=acos(kf— s^+A), »= bcos(kï'— s^+/(^), ^= ccos(kt— s^+v),

(29) «= h cos (k^— s^+ fsr).

Alors toutes les molécules décriraient évidemment des courbes pareilles

les unes aux autres. Alors aussi la seconde des équations (17) se réduirait

à la formule connue

(30) {()
- 2 il cos(A*--0+ (|y = sin- ('^-O-



NOTE

Sommesformées par Vaddition defonctions semblables des coordonnées de

différents points.

Considérons différents points P, Q, R,. . . situes dans un plan ou dans

l'espace. Soient .r, ^ ou x, j, 2, les coordonnées rectangulaires du

point P,

(i) R = F(x, j),

(2) R = F(^, j, z),

une fonction de ces coordonnées; et désignons par

(3) ^ = SR,

la somme formée par l'addition de fonctions semblables des coordonnées

des différents points. Si l'on remplace les coordonnées rectangulaires oc
^

y ^ z par des coordonnées polaires r, p^ q, dont la première soit le rayon

vecteur mené de l'origine O au point P, la seconde, l'angle formé par ce

rayon vecteur avec l'axe des oc, et la troisième l'angle formé par le plan

des ocj avec celui qui renferme le même rayon vecteur et l'axe des x ; on

aura, en supposant tous les points compris dans le plan des oc, j-^

(4)
oc = rcosp, j = rsïnp,

par conséquent

(5) R = F(rcos^, rsinp),

et dans le cas contraire

,

(6) oc = rcosp, j = rsinpcos^, z = rsinpsinq^

par conséquent

(-7) R = F(rcos/>, rsinpcosq, rsïnpsinq).

Concevons maintenant que l'on déplace les axes coordonnés, en les

faisant tourner autour de l'origine. Ce déplacement changera générale-

ment la valeur de R et par suite celle de la somme DC. Si d'ailleurs,

comme nous le supposerons dans ce qui va suivre , R est une fonction

continue des coordonnées oc, y, ou x, y , z, cette fonction variera par

degrés insensibles, tandis que l'on imprimera au système des axes coor-
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donnés un mouvement de rotation continu; d'où il résulte qu'en passant

d'une valeur à une autre, ^ recevra successivement toutes les valeurs in-

termédiaires. Cela posé, concevons qu'en vertu de plusieurs déplace-

ments successifs des axes coordonnés la somme (3) acquière successi-

vement diverses valeurs représentées par

(8) Ot' = SR', tK." = SR", etc.,

et soient

^^ i", etc.,

des facteurs positifs quelconques. L'expression

qui sera toujours comprise entre la plus petite et la plus grande des

sommes Di' , ^", etc. , représentera nécessairement une nouvelle valeur

particulière de ^, correspondante à une position particulière des axes

coordonnés pour laquelle on aura

, . __ iW+i'W + ,.. _ S(/'K-4-^"K---h...)

Or, de la formule (10) on peut en déduire plusieurs autres, qui nous

seront fort utiles, en suivant la marche que nous allons indiquer.

Supposons d'abord tous les points P, Q, R,. . . renfermés dans le plan

des oc, j-, La valeur de R sera donnée par la formule (5), et si l'on

imprime à l'axe des œ un mouvement de rotation rétrograde en le faisant

tourner autour de l'origine, de manière qu'il décrive l'angle 'zzr, la for-

mule (5) se trouvera remplacée par la suivante

(11) R = F[rcos(p + 'cr), rsin(p + ^)'].

Si dans cette dernière on attribue successivement à 'Zér diverses valeurs ^\
<2jr'', elle fournira pour R diverses valeurs R', R",. . . auxquelles corres-

pondront diverses valeurs ^' , SK." de la somme ^. Cela posé , concevons

que du point O comme centre, avec l'unité pour rayon, l'on décrive une

circonférence de cercle, et partageons cette circonférence en éléments

infiniment petits. Si l'on admet, i*' que les extrémités des arcs <sr' , (ter"

,

soient respectivement situées sur ces divers éléments; 2° que dans la

formule (10) on prenne pour valeurs de i' , i!' , , . les éléments dont il

s'agit, on aura

(12) i' + i' +...= 27r,

Ex. d'An, et de Ph. M. 3
'
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et

ÇiK'+i''K''-\-...-=^i'F[rcos(p'{-7^),rsm{p+7^^)]-hi''F[rco^^^

(^^^
i = r^" F[rcos(y^ -f- '^) , r sin (p -^^ ^)]dzr

,

ou, ce qui revient au même

(i4) /'K'+ /''K'' + ...=y^ F(rcos/?, rsinp)dp=
J^

Kdp

,

la valeur de K. étant déterminée par la formule (5). On trouvera par suite

( 1 5) i'^' + i^'^"+ . . .
~

JJ''
SF (r cos /? , rsin p) dp=P^ SKdp ,

et la formule (ro) donnera

Donc, parmi les diverses valeurs de la somme ^ relatives aux diverses

positions des axes coordonnés, il y en aura toujours une équivalente à

l'intégrale

('7) ^ JJ'
SRd'P = ^^fo^ F(rcosp, rs\np)dp.

Or , il est important d'observer que cette intégrale dépend uniquement

des valeurs du rayon vecteur r relatives aux différents points P, Q, R, . . .

et reste entièrement indépendante des valeurs de l'angle p relatives à ces

mêmes points.

Supposons maintenant les points P, Q, R. . . distribués d'une manière

quelconque dans l'espace,. . . si l'on imprime au plan des j, z, un mou-
vement de rotation rétrograde autour de l'origine , de manière que l'axe

des j et le plan des œj décrivent l'angle y, la formule (7) se trouvera

remplacée par la suivante

(18) R=:F[rcos/?, rsinpcos(^ -{- k), rsin/?sin(çr -{- y)] ;

et , en attribuant à v , dans cette dernière , diverses valeurs particulières

on obtiendra des valeurs correspondantes K', R",... de la fonction R,
puis on en déduira autant de valeurs 9t', m:",. . . de la somme ^. Cela

ppsé, concevons que dans le plan des j, z, on décrive du point O comme
centre et avec l'unité pour rayon, une circonférence de cercle, et par-

tageons cette circonférence en éléments infiniment petits. Si l'on admet

,

1*" que les extrémités des arcs u', i>". . . mesurés dans le plan j, z, soient
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situés sur ces divers éléments; 2^ que dans la formule (10) on prenne

pour valeurs de i', i"^. . . les éléments dont il s'agit, l'équation (12) subsis-

tera en même temps que la suivante

(19) /'K'+t"K''+. . .=J'"'F[rcos/?,rsinpcos(9+u),rsin^sin(^+L»)]<^u,

et l'on aura par suite

F(rcosp, rsïnpcosq, r sin p sin q) dq

,

i'^' -j- i'i'-yi^' -[-....= / SF (r cos p, r sin/? cos ^ , r sm p shi q) dq

la valeur de R étant déterminée par l'équation (7). En conséquence la

formule (10) donnera

Donc parmi les diverses valeurs de la somme ^ relatives aux diverses po-

sitions des axes des j" et des 2, il y en aura toujours une équivalente à

l'intégrale

fsi3) — / SKdq = ~— I SF(rcosp, rsinpcosq, r sin p sin q) dq

.

Or il est important d'observer que cette intégrale dépend uniquement

des valeurs de r et de ^ relatives aux différents points P, Q, R,. .. et

nullement des valeurs de l'angle q relatives à ces mêmes points. Ajoutons

qu'en vertu de la formule

J*i~
/'~

F(rcos/7, rsïnpcosqf rs\nps\nq)dq = j
F (rcos/; , rs'mpcosqj rsmps\nq)dq

F (rcosjy, r sin/; cos ^, rsmpsiviq)dq

=zj [F(rcos/7, rsinpcosq, rsïnp smq)-\- F {rcosp, —rsïnpcosqj — rs'mpsinq)idq

=r / F(rcosjy, rcosq \/ i — cos^p,r'smq [/ 1 — cos'p)

-f rF{rcosp,—rcosq [/ 1 — cosy , ^ ismq \/ 1 —cos'/;) dq,

l'intégrale (23) sera une fonction des seules quantités r et cos/?.

Concevons maintenant que l'on pose pour abréger

(24) I = — r^''F(rcos/?, rsinpcosq, rsmps\nq)dqz=z —.J ^ Kdq.

3..
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L'équation (22) deviendra

{i5) ^ = SI,

et I, qui sera une fonction de r et de /?, changera de valeur avec l'angle /?,

quand on déplacera Taxe des se, en le faisant tourner autour du point O.

Si d'ailleurs on désigne par T, T, . . . . et par ^', ^",. . . . les valeurs

de I et de ^ correspondantes à diverses positions de l'axe des x , on aura

(26) ^' == Sr, ^" = Sr, etc.;...

et en nommant

J •> J '• • •

des facteurs positifs quelconques , on prouvera par des raisonnements

semblables à ceux qui ont servi à démontrer la formule (10), qu'il existe

une valeur particulière de ^ déterminée par l'équation

hn\ ^. _ /w+/w/+ ... _ s(/T-fy-r-h...)
^'^^^

/ + /"+•.. ~ /+/'+... •

Cela posé, admettons que du point O comme centre, avec l'unité pour

rayon, l'on décrive une surface sphérique, puis qu'après avoir divisé

cette surface sphérique en éléments infiniment petits, on prenne, dans la

formule (27), pour valeurs de y", /',... les éléments dont il s'agit, et

pour valeurs de T, I",. . . celles qu'on obtient, lorsque dans I, considéré

comme fonction de cosp, on substitue les valeurs de /?, correspondantes

aux cas où l'axe des x traverse ces mêmes éléments. On aura non-seule-

ment

(28) /'+/ +...= 4^,

mais encore '

(^9) /I' H- f'^" +. . .= f r ls\npdpdq= 27r j'' Isïnpdp,

et par suite l'équation (27) donnera

(3o) ^' = - r Sls'm pdp = -S j' Isin pdp.

Si dans cette dernière formule on substitue la valeur de I fournie par

l'équation (24) , on trouvera définitivement

(^'^ ^ =i/rXsRsinp4,^î=^s£7;Rsin/;4,dî;

la valeur de R étant toujours déterminée par l'équation (7). Donc, parmi
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les diverses valeurs de la somme di correspondantes aux diverses positions

des axes coordonnés, il y en aura toujours une équivalente à l'intégrale

(32) j- j f
SKsïnpdpdq^z y-

J j
SF(rcosp, rsïnpcosq, rsïnpsmq)sinpdpd(/

,4^ «y o t/ o 4^ J J o

qui dépend uniquement des valeurs de r relatives aux différents points, et

nullement des angles /?, q.

Si l'on désignait par ot, /3, y^ les angles que forme la droite OP avec

les axes coordonnés des x, j*, z^ on plutôt avec les demi-axes des coor-

données positives, on aurait, en supposant celte droite renfermée dans

le plan des x^ y ^

(33) cosa = cos/7, cos /3 = sin/?,

et dans la supposition contraire

(34) cos a = cosp, cos i0 = sinpcos^, cos}^ = sin/?sin(^.

Par suite, les formules (5), (7) deviendraient

(35) R = F (r cos a, rcos/3),

(36) K = F(rcosa, rcos/3, rcos^).

Si les diverses valeurs de r se réduisent à l'unité , les formules (35) , (?i^)

donneront simplement

(37) K = F (cos a, cos/3),

(38) K = F (cos fit , cos /3 , cos y).

Cela posé, on déduira immédiatement des formules (16), (22) et (3i),

les propositions suivantes.

i" Théorème, Considérons un système de droites OP, OQ, OR,...

menées par le point O dans un même plan. Prenons le point O pour ori-

gine, deux axes tracés dans le plan pour axes des .r et j", et nommons p
l'angle que forme la droite OP avec l'axe des x. Soient encore a, /3 les

angles formés par la même droite avec les demi-axes des coordonnées

positives
,
par conséquent des angles liés avec la variable p par les for-

mules (33); R une fonction continue des cosinus de ces angles, et

c)C z^z:. SR,

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droites.

Tandis que l'on fera tourner les axes des x
, y autour de l'origine O , la

somme S>C recevra diverses valeurs dont l'une sera indépendante de p
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et déterminée par i'équation

(6) ^ = ^rS'^4'=is£'R4,.

i"" Théorème, Concevons que par un point O commun à plusieurs

droites OP, OQ, OR,. . . on mène arbitrairement trois axes rectangulaires

des .r, j , z. Soient p l'angle formé par la droite OP avec l'axe des oc^

et q l'angle formé par le plan qui renferme la droite OP et l'axe des x
avec le plan des x

, j. Soient encore ot
, /3 , ;/ , les angles formés par la

droite OP avec les demi-axes des coordonnées positives
,
par conséquent

des angles liés aux coordonnées positives p , q par les formules (34) ; K
une fonction continue des cosinus de ces angles, et

DC = SR

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droites.

Tandis que l'on fera tourner les axes des x^ j^ z, autour de Torigine O,

la somme îX recevra diverses valeurs dont l'une sera indépendante des

variables p , ^ et déterminée par l'équation

3® Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème

précédent , si l'on fait tourner les axes des j eX z autour de l'axe des x,

la somme ^ recevra successivement diverses valeurs dont l'une sera dé-

terminée par la formule

et indépendante des valeurs de q relatives aux différentes droites.

Pour montrer une application des théorèmes qui précèdent, concevons

qu'à partir de l'origine O, l'on porte une longueur k sur une droite OA

tracée de manière à former avec les demi-axes des coordonnées positives

des angles dont les cosinus soient a, 6, c. Si l'on désigne par w, (^, w,

les projections algébriques de la longueur k sur les axes des j:, j, z, et

par cT l'angle compris entre les droites OA, OP, on aura

(4o) u = ka^ i} =: kb, w = kc

,

(4i) cosj^ = flcosa + ^cosg + cco^y)
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et la quantité

(42} k cos J" = Mcosa + pcosf -+- wcasy,

représentera la projection de la longueur k sur la droite OP. Or, en

supposant R fonction de cette même projection , c'est-à-dire en prenant

(43) R = F{kcosJ') = F(wcosa + p cos S -+- wcos>),

et en réduisant w et cosy à zéro lorsque les droites OA, OP, OQ, OR. . .

seront situées dans le plan des ^, jr? <^n tirera de la formule (16) jointe

aux équations (33), ou des formules (22), (3 1) jointes aux équations (34),

(44) ^ =—s/ ¥{ucoscc -\-vcos C) dp z=z— s F (u cosp -^ i^ sm p) dp,

et

(45) c'H' = — S / F (m cos ^ 4- ^ cos ^ -f w cos y) dq

I
/^2-=—S / F (« cosp -f- ^ sin^cos q -\' -w sin psin q) dq^

(46) ^ = y^S I I F(ucosa'{- u COS C '{• wcosy)smp dp dq
^TT J o J o

= -7— S / /
F {uzosp -^ sf%\v\pzQsq'\- 'w^\xip%\xïq)s\\\p dpdq.

Si maintenant on applique à la détermination de ces trois valeurs de ^
des théorèmes connus dont l'un a été démontré par M. Poisson (voy. la

4" livr. des Exercices de Mathématiques) ^ on trouvera, i^ en supposant

les droites OA, OP, OQ, OR, toutes situés dans le plan des x, y

,

(47) ^= -^ S
f"*"

F {k cos p)dp= ^ Sjj F(k cos p)dp;

2^. dans la supposition contraire
,

(48) ^= — S r
'^ F [w cosp + (u" + iv'^y sin p cos q] dq

= - S 1 F[ucosp -{- (k""— u*y s'mp cos q] dq
,

et

(49) ^X=
-n. f j F{kcosp)smpdpdq=:^S I F(kcosp)sinpdp.

Le cas où la somme DC reste invariable, tandis que l'on fait tourner les

axes coordonnés autour de l'origine, ou même seulement autour de ra>e

des X, mérite une attention spéciale. Alors, en effet, chacune des for-

mules (16), (22), (3i), (47)? (48), (49)? fournit non plus une valeur
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particulière, mais la valeur générale de la somme

^ = SR.

En conséquence , on peut énoncer les propositions suivantes.

4* Théorème. Concevons que , dans un plan donné , et par un point O
commun à plusieurs droites OP, OQ, OR, on mène une nouvelle droite

OA; soient k une longueur portée sur cette nouvelle droite, cT l'angle

compris entre les droites OP, OA, et par conséquent ArcoscT, la projec-

tion de la longueur k sur la droite OP. Soient encore

R = F (Ârcos cT),

une fonction continue de la projection dont il s'agit, et

^ = SR,

une somme de fonctions semblables relatives aux différentes droites OP

,

OQ, OR.. . . Si la somme ^ demeure constante, tandis que l'on fait tour-

ner la droite OA autour de l'origine O, cette somme sera indépendante

des valeurs de S" relatives aux différentes droites OP, OQ, OR,,., et

l'on aura en vertu de l'équation (47)

(5o) ^ = ^S JJfC^coscT) JcT = ^ f^^dj".

5** Théorème, Concevons que par un point O commun à plusieurs

droites OP, OQ, OR,... on mène arbitrairement trois axes rectangu-

laires des X, jr, z, et une nouvelle droite OA sur laquelle on mesure une

certaine longueur k dont les projections algébriques et orthogonales

soient respectivement désignées par

u, v^ w.

Enfin soient

CL = p, C, y, cT,

les angles formés par la droite OP avec les demi-axes des oc, j , z posi-

tives, et avec la droite OA; q l'angle formé par le plan qui renferme la

droite OP et l'axe des x avec le plan des oc, j\ R= F(A:cosJ) une

fonction continue de la projection Â:cos cTde la longueur^ sur la droite OP,

et 3t= SR une somme de fonctions semblables relatives aux droites OP,

OQ, OR,... Si la somnae ^ demeure constante tandis que l'on fait

tourner les axes des j et z avec la droite OA autour de l'axe des oc , cette

somme sera indépendante des valeurs particulières de q relatives aux
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droites OP, OQ, OR,. . . et l'on aura , en vertu de la formule (48),

(5i) DC = ^SjF[ucosp+{k* — u'^y sinpcosq']dq.

6^ Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème

précédent, si la somme OC demeure constante tandis que l'on fait tourner

d'une manière quelconque les axes des x^ j-^ z avec la droite OA autour

de l'origine O, cette somme sera indépendante des diverses valeurs de p.

q, relatives aux droites OP, OQ, OR,... et l'on aura, en vertu de la

formule (49),

(52) ^ = -S Ç^¥(kcosS')sm^dS'.

Nota. Dans plusieurs des formules qui précèdent, comme dans le

Mémoire lithographie sous la date d'août i836, on a indifféremment

placé le signe S avant ou après le signe f, A la vérité la seconde dispo-

sition permet d'offrir certaines équations sous une forme plus simple,

comme on le voit dans la formule (5o); mais il est plus exact d'écrire le

signe S le premier, comme on l'a fait dans les formules (5i), (52).

Ajoutons que si, au lieu de réduire les formules (35), (36) aux formules

(37), (38), en supposant r= i, on laisse varier r, on obtiendra au lieu

des théorèmes ci -dessus énoncés, d'autres théorèmes analogues. Ainsi

en particulier le 6° théorème pourra s'énoncer comme il suit.

6* Théorème. Concevons qu'à partir du point O commun à un

certain axe OA, et à plusieurs droites OP, OQ, OR,. . . on porte sur ces

droites des longueurs r, r', r",. . . Soient d'ailleurs S" l'angle formé par la

droite OP avec l'axe OA, k une longueur portée sur cet axe,

R = F(A:rcoscr)

une fonction continue du produit âi/'coscT, et

^ = SR

une somme de fonctions semblables relatives aux droites OP, OQ, OR,...

Si la somme OC demeure constante, tandis que l'on fait tourner d'une

manière quelconque l'axe OA autour du point O , l'on aura

(52) ^ = ^ S f
'^ F {kr cos cT) sin cT^cT.

Ex. âAn. et dt Ph. M.



NOTE

inLUSformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires.

La transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées po-

laires est parliciilièrement utile, lorsque l'on se propose d'évaluer Fattrac-

tion exercée par un sphéroïde sur un point matériel. Or il se trouve que

les formules auxquelles on est conduit par cette transformation dans le

problème dont il s'agit, et dans un grand nombre de questions de physi-

que mathématique, peuvent être simplifiées à l'aide d'un artifice de

calcul que je vais indiquer.

Soient

les coordonnées rectangulaires d'un point matériel;

ses coordonnées polaires liées au^x premières par les équations

(i) X =z rcosp, y = rsmpcosq, z =z rsïtipsing-,

K une fonction quelconque des coordonnées oc
, j-^ z; et

(^) ^ = Z^ + ^ "^
^rfj^

•

Si Von transforme les coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires

à l'aide des équations (i), alors en posant

(3) cos/? = (p,

on obtiendra la formule connue



NOTE

VIntéf^ration des équations différentielles des nmuvements planétaires.

'^Théorème fondamcnlal.

Dans un Mémoire publié à Turin en i83i, reproduit depuis dans une

traduction italienne, et qui, comme l'indique son titre, a spécialement

pour objet la mécanique céleste et un nouveau calcul applicable à un grand

nombre de questions diverses, j'ai donné des formules à l'aide desquelles

on peut déterminer directement chacun des coefficients numériques

relatifs aux perturbations des mouvements planétaires, et simplifier

des calculs qui exigent quelquefois des astronomes plusieurs années

de travail- Pour établir les formules dont il s'agit, et d'autres formules

analogues renfermées dans le Mémoire ci-dessus mentionné, il suffisait

d'appliquer au développement de la fonction, désignée par K dans la

Mécanique céleste ^ des théorèmes bien connus tels que le théorème de

Taylor et le théorème de I^grange sur le développement des fonctions des

racines d'équations algébriques ou transcendantes. Mais il était nécessaire

de recourir à d'autres principes et à de nouvelles méthodes pour obtenir

des résultats plus importants, que je vais rappeler en peu de mots.

En joignant à la série de Maclaurin le reste qui la complète, et pré-

sentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a donnée, ou sous d'au-

tres formes du même genre, on peut s'assurer, dans un grand nombre de

cas, qu'une fonction explicite d'une seule variable x est développable,

pour certaines valeurs de x, en une série convergente ordonnée suivant

les puissances ascendantes de cette variable, et déterminer la limite supé-

rieure des modules des valeurs réelles ou imaginaires de x, pour lesquels

le développement subsiste. De plus, la théorie du développement des fonc-

tions explicites de plusieurs variables peut être aisément ramenée à la

théorie du développement des fonctions explicites d'une seule variable.

Mais il importe d'observer que l'application des règles à l'aide desquelle»

on peut décider si la série de Maclaurin est convergente ou divergente,

devient souvent très difficile, attendu que dans cette série le terme gé-

4"
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uéral, ou proportionnel à la n''"" puissance de la variable, renferme la

dérivée de l'ordre 7i de la fonction explicite donnée, ou du moins la

valeur de cette dérivée qui correspond à une valeur nulle de ^, et que,

hormis certains cas particuliers , la dérivée de l'ordre n prend une forme

de plus en plus compliquée à mesure que n augmente.

Quant aux fonctions implicites, on avait présenté, pour leurs déve-

loppements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la mé-

thode des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations qu'on avait

données de ces formules étaient généralement insuffisantes, i° parce qu'on

n'examinait pas d'ordinaire si les séries étaient convergentes ou diver-

gentes, et qu'en conséquence on ne pouvait dire le plus souvent dans

quels cas les formules devaient être admises ou rejetées; 2° parce qu'on

ne s'était point attaché à démontrer que les développements obtenus

avaient pour sommes les fonctions développées, et qu'il peut arriver

qu'une série convergente provienne du développement d'une fonction

sans que la somme de la série soit équivalente à la fonction elle-même. Il

est vrai que l'établissement de règles générales propres à déterminer dans

quels cas les développements des fonctions implicites sont convergents,

et représentent ces mêmes fonctions
,
paraissait offrir de grandes difficul-

tés. On peut en juger en lisant attentivement le Mémoire de M. Laplace

sur la convergence ou la divergence de la série que fournit, dans le

mouvement elliptique d'une planète, le développement du rayon vec-

teur suivant les puissances ascendantes de l'excentricité. Je pensai donc

que les astronomes et les géomètres attacheraient quelque prix à un tra-

vail qui avait pour but d'établir sur le développement des fonctions, soit

explicites, soit implicites, des principes généraux et d'une application

facile, à l'aide desquels on pût, non-seulement, démontrer avec rigueur

les formules, et indiquer les conditions de leur existence, mais encore

fixer les limites des erreurs que l'on commet en négligeant les restes

qui doivent compléter les séries. Parmi ces règles, celles qui se rap-

portent à la fixation des limites des erreurs commises présentaient dans

leur ensemble un nouveau calcul que je désignai sous le nom de calcul

des limites. Les principes de ce nouveau calcul se trouvent exposés, avec

des applications à la mécanique céleste, dans les Mémoires lithographies

à Turin, sous les dates du i5 octobre i83i, de i832, et du 6 mars i833.

L'accueil bienveillant que reçurent ces Mémoires, dès qu'ils eurent été

publiés, dut m'encourager à suivre la route qui s'était ouverte devant

moi, et à exécuter le dessein que j'avais annoncé (Mémoire du i5 octo-
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bre i83i ) de faire voir comment le nouveau calcul peut être appliqué aux

séries qui représentent les intégrales d'un système d'équations différen-

tielles linéaires ou non linéaires. Tel est effectivement l'objet d'un Mémoire
lithographie à Prague en i835, et dans lequel je montre, d'une part, com-

ment on peut s'assurer de la convergence des séries en question ; d'autre

part, comment on peut tixer des limites supérieures aux modules des restes

qui complètent ces mêmes séries. Toutefois, quoique les résultats auxquels

je suis parvenu dans le Mémoire de i835 paraissent déjà dignes de remar-

que, cependant ils ne forment qu'une partie de ceux auxquels on se trouve

conduit par la méthode dont j'ai fait usage. C'est ce que j'ai observé dans

une lettre adressée à M. Coriolis, le 28 janvier 1837. Cette lettre, insérée

dans les Comptes rendus des séances de l'Académie, renferme l'énoncé

de quelques théorèmes importants que je me propose maintenant de

développer, surtout sous le rapport de leurs applications à la mécanique

céleste, à laquelle ils semblent promettre d'heureux et utiles perfectionne-

ments. Je me bornerai, dans ce premier article , à donner l'énoncé précis

et la démonstration d'un théorème fondamental inséré dans la lettre dont il

s'agit.

Théorème, x désignant une variable réelle ou imaginaire , une fonc-

tion réelle ou imaginaire de^r sera développable en une série convergente

ordonnée suivant les puissances ascendantes de x^ tant que le module de x
conservera une valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles

la fonction ou sa dérivée cesse d'être finie et continue.

Démonstration, Soit

/(^)

une fonction donnée de la variable x. Si l'on attribue à cette variable une

valeur imaginaires dont le module soit X et l'argument/?, en sorte qu'on

ait

on aura identiquement

^ ^ d\ XV/— I dp
'

Si, comme nous l'avons supposé, le module X de x conserve une valeur

inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles la fonction f{x) ou sa

dérivée f\x) cesse d'être finie et continue; alors, la valeur commune

des deux membres de la formule (i), savoir



(3o)

restant &aie et déternainée , on pourra en dire autant des fonctions réelles

X(X, p) = -^[e''^^'f(xe^^''0-e-''^-^'fixe-^^='%

et par conséquent des intégrales doubles

f r''<p(x, p)rfxrf/) = r^'r <p(x, p)dpdx,
J —^ i/o t/ O t/ —ft

Donc, puisqu'on aura identiquement

l'intégrale double

conservera elle-même une valeur finie et déterminée. D'ailleurs , la fonc-

tion f{pc) restant, par hypothèse, finie et continue pour la valeur attri-

buée à X et pour une valeur plus petite , on aura encore

/y- /wrfx

=

f:^A = /(5, _ /(„),

comme on le conclura sans peine des principes établis dans le résumé
des leçons données à l'École Polytechnique sur le calcul infinitésimal.

Donc, dans l'hypothèse admise, l'équation (i) entraînera la formule

/_7/(^)-/(o)]4' = o,

ou

ou enfin

(2) flj\x)dp = o.7rJXo).

Si, de plus, la fonctiou/(x) s'évanouit avec x^ l'équation {2) donnera

simplement

(3) f_J{x)dp= o.



( 3i )

Cela posé, si , dans la formule (3) on remplace f {x) par le produit

-/W-/W
5

X

X étant différent de x , et Je module de x inférieur à X, on en conclura

et par suite

(« /(')=i/:.iâ*
L'équation (4) suppose, comme les équations (2) et (3), que la fonction

de X et de p, représentée pary(x), reste, aTec sa dérivéey^'(^) , finie et

continue
,
pour la valeur attribuée à X et pour des valeurs plus petites.

D'ailleurs , comme le rapport

X — X

est la somme de la progression géométrique

X x^

qui demeure convergente tant que le module de x reste inférieur au mo-

dule X de a: ; il suit de la formule (4) que

sera développable en une s^rie convergente ordonnée suivant les puis-

sances ascendantes de^ , si le module de la variable réelle ou imaginaire x,

conserve une valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles

la fonction f{pc) et sa dérivée f{pc) cessent d'être finies et continues.

Ainsi , en particulier, puisque les fonctions

cos a?, sin .r, £*, 6^% cos ( 1 — .r*), etc., . . .

et leurs dérivées du premier ordre ne cessent jamais d'être finies et conti-

nues, elles seront toujours développables en séries convergentes ordonnées

suivant les puissances ascendantes de x. Au contraire, les fonctions

I + ^> , -^
,

.
,/ , log ( I + ^) , arc tang x, etc.,..

.
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qui , lorsqu'on attribue à x une valeur imaginaire de la forme

cessent d'être, avec leurs dérivées du premier ordre, fonctions continues

de .r, au moment où le module X devient égala i, seront certainement

développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances

ascendantes de la variable .r , si la valeur réelle ou imaginaire de x offre

un module inférieur à l'unité ; mais elles pourront devenir et deviendront

en effet divergentes, si le module de x surpasse l'unité. Enfin, comme les

fonctions

e^, e*% cos- , etc. .

.

deviennent discontinues avec leurs dérivées du premier ordre pour une

valeur nulle de x^ par conséquent, lorsque le module de x est le plus petit

possible, elles ne seront jamais développables en séries convergentes or-

données suivant les puissances ascendantes de x.

On sera peut-être étonné de nous voir placer arc tango: au nombre des

fonctions qui deviennent infinies ou discontinues, quand le module de x
devient égal à i. Il est vrai que, si l'on attribue à x une valeur réelle

de la forme x = ziz X
,

la fonction arctang,r ne cessera pas d'être finie et continue pour X= i.

Mais il n'en sera plus de même, si x devenant imaginaire, on suppose

par exemple

X = XV^^^.
Alors, en effet, la fonction

f^ .
/ \ 1(1— X) — 1(1 4- X)

arc tang x = arc tang \X. V— i; = -=

deviendra évidemment infinie et discontinue, pour la valeur i attribuée

au module X.

Nous remarquerons en finissant que les fonctions ci-dessus prises

pour exemples, et leurs dérivées du premier ordre, deviennent toujours

infinies ou discontinues pour les mêmes valeurs du module de la variable

indépendante. Si l'on était assuré qu'il en fut toujours ainsi, on pourrait,

dans le théorème énoncé, se dispenser de parler de la fonction dérivée-

tiais, comme on n'a point à cet égard une certitude suffisante, il est

plus rigoureux d'énoncer le théorème dans les termes dont nous nous

sommes servis plus haut.



MÉMOIRE
SUR LES

Mou^fements infiniment petits de deux systèmes de molécules qui se

pénètrent mutuellement,

§ 1". Equations d'équilibre et de mouvement de ces deux sjstemes

.

Considérons deux systèmes de molécules qui coexistent dans une
portion donnée de l'espace. Soient au premier instant, et dans l'état

d'équilibre

x^y, Zy les coordonnées d'une molécule m du premier système

,

ou d'une molécule m^ du second système

,

a:-|-x?jK+yî -^^-z les coordonnées d'une autre molécule zw du t" système,

ou d'une autre molécule m^ du i^ système,

r le rayon vecteur mené de la molécule m ou in^ à la molécule m ou m
;

on aura

(i) 7- = x»+ y^ + 7A

et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-

axes des coordonnées positives, seront respectivement

Supposons d'ailleurs que l'attraction ou la répulsion mutuelle des deux

masses m et ttz ou in^ et 77i^, étant proportionnelle à ces masses, et à une

fonction de la distance r, soit représentée, au signe près, par

.mmï{r)

pour les molécules m et ?n, et par

m77z/Xr)

pour les molécules tn et ttz, , chacune des fonctions

t{r), f/r)

désignant une quantité positive, lorsque les molécules s'attirent, et néga-

tive, lorsqu'elles se repoussent. Les projections algébriques de la force

m/?2f(/^) ou m/TZ^/r)

Ex, d'An, et de Phjs. math. 5
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sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les cosinus

des angles que forme le rayon vecteur r avec ces axes, et, en consé-

quence , si l'on fait pour abréger

(.) ¥=/('), ¥^=/(0,

elles se réduiront, pour la force w/Tzf (r) , à

mmxf(r), mmjf(r), in/nz/(r),

et, pour la force tn/zz^f/r), à

mm^xf^(r), mm^yf//), wnzj\{r).

Cela posé, les équations d'équilibre de la molécule m seront évidemment

( G = S [mx/(r)] + SKx/(r)],

(3) o=S[my/Cr)] +SKy/(r)],
( G = S [/7iz/(r)] + SKzy;(r)],

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables entre

eux et relatifs aux diverses molécules m du premier système, ou aux di-

verses molécules m^ du second système.

Concevons maintenant que les diverses molécules

m , m, ... np m^ ...

viennent à se mouvoir. Soient alors, au bout du temps if,

?? ^^ K^

les déplacements de la molécule m, et

les déplacements de la molécule m^, mesurés parallèlement aux axes coor-^

donnés. Soient d'ailleurs

g + Ag, ^+A>1, C + AÇ,

0.+ A?., >i.-H^>'., C + ^C,

ce que deviennent ces déplacements , lorsqu'on passe de la molécule m

à la molécule m, ou de la molécule m, à la molécule m^. Les coordonnées

de la molécule m, au bout du t^ seront
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tandis que celles de la molécule m ou m^ seront

OU

Soient à cette même époque

la distance des molécules tn, m, et

la distance des molécules in, zn^. La distance

r+ p

offrira pour projections algébriques, sur les axes des ^,j, z, les différences

entre les coordonnées des molécules m^ m, savoir :

x + A^, y + A>i, z + A^,

tandis que la distance

offrira pour projections algébriques les différences entre les coordonnées

des molécules m, 772^, savoir

X + g,— ^ + A?,
, y + n^— » + A>i, , z+ Ç,— Ç+ A^,.

On aura en conséquence

/(r+p7 = (x+ aÇ>+ (y +A>i)*+ (z 4- A^S
'"^^

U^+P/)-= (x+? -?+ A?.)-+ (y+>î;-'i+A^)^+(z+^.-r+ aO*.

Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule m

de ses équations d'équilibre, c'est-à-dire des formules (3), il suffira évi-

demment de remplacer, dans ces formules , les premiers membres par

^ tl ^
dt^' dt'' dt''

puis de substituer à la distance

r

et à ses projections algébriques

X, y, 2,

1* dans les premiers termes des seconds membres, la distance

r + p

5..
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et ses projections algébriques

X + A?, y + A>î, z + aÇ;

SI" dans les derniers termes des seconds membres , la distance

^ + P/

et ses projections algébriques

X + g^ — g + Ag,, y + ^ — >i + A*i,, z + C — C -H ^C-

En opérant ainsi, on trouvera

g==S[/^^(x+ A?)/(^+p)]+S[/7^(x + e.--?+ ^?J/(^+P/)]^

(5)g-i= S[77i(y+ A)i)/(r+p)]+ S[/72(y+ vi,^^4-A>i,)/;(^^+ pJ],

g=S[m(z+ AO/(r-f-p)]+S[77z(z+ C-Ç+ACJ/X^+Fj].

On établirait avec la même facilité les équations d'équilibre ou les

équations de mouvement de la molécule m . En effet, supposons que l'at-

traction ou la répulsion mutuelle des deux masses wxj et m^ ou m, et m

,

étant proportionnelle à ces masses et à une fonction de la distance r, soit

représentée , au signe près
,
par

pour les molécules m^ et m/, elle devra être représentée par

m^mf/r)

pour les molécules m^ et m, l'action mutuelle de tn^ et m étant de même

nature que l'action mutuelle de m^ et m. Donc, si l'on pose pour abréger

(6) /-('•)='^.

les équations d'équilibre de la molécule tn se réduiront non plus aux for-

mules (3), mais aux suivantes ;

( o z= s Im^ X /,{')] -h s [m X JXr)-],

(y) o==S [«, y/Xr)] + S [mxy;(r)],

( o = S [,», z /;(.)] + S [mx/(r)].

Concevons d'ailleurs, qu'au bout du temps t^ la distance des molécules

m^, 77z^ soit représentée par

^ + Pu
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et celles de molécules m^ , m par

' + 'f-
On aura

f8)K^+/^J'
=(x + ^^y + (y + A>iJ* + (z + AO'

et les équations du mouvement de la molécule m seront

Si dans chacune des formules (5) on réduit k dernier terme du second

membre à zéro, on retrouvera précisément les équations du mouvement d'un

seulsystèmede molécules sollicitées pardes forces d'attraction et de répulsion

mutuelle; et pour ramener ces équations à la forme sous laquelle je les ai

présentées dans le Mémoire sur la Dispersion de la lumière , il suffirait d'é-

crire îr au lieu de p, -^ au lieu dey(r) et r cos a , r cos Q , r cos y au lieu

dex,y, z.

Les équations qui précèdent, et celles que nous en déduirons dans les

paragraphes suivants, doivent comprendre, comme cas particuliers, les for-

mules dont M. Lloyd a fait mention dans un article fort intéressant
, publié

sous la date du 9 janvier iSSy, où l'auteur, convaincu qu'on ne pouvait ré-

soudre complètement le problème de la propagation des ondes, sans tenir

compte des actions des molécules des corps , annonce qu'il est parvenu à la

solution dans le cas le plus simple, savoir, lorsque les molécules de l'éther

et des corps sont uniformément distribuées dans l'espace, [Proceedings of
the royal Irish Academj,for thejear i836—3 7.]

5 II. Équations des mouvements infiniment petits de deux sjslemes de molécules qui

se pénètrent mutuellement.

Considérons, dans les deux systèmes de molécules qui se pénètrent

mutuellement, un mouvement vibratoire, en vertu duquel chaque molé-

cule s'écarte très peu de sa position initiale. Si l'on cherche les lois du

mouvement, celles du moins qui subsistent quelque petite que soit l'é-

tendue des vibrations moléculaires, alors en regardant les déplacements

?, >I? f? ?/i ^i'> ^jy
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et leurs différences

Af, A>î, Af, aÇ,, a>j^, aÇ^,

comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra

négliger les carrés et les puissances supérieures, non-seulement de ces

déplacements et de leurs différences, mais aussi des quantités

P et
Pj, ,p et

p,^,

dans les développements des expressions que renferment les formules (4)

(5), (8), (9) du premier paragraphe; et l'on pourra encore supposer in-

différemment que des quatre variables indépendantes

les trois premières représentent ou les coordonnées initiales de la molé-

cule m ou m , ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de l'hypothèse

admise, différeront très peu des premières. Cela posé, si l'on a égard

aux formules (3) du § I", les formules (4) et (5) du même paragraphe

donneront

(•)

et

P

p,= - -
,

+ SK/;(r) il - Ç + A?,)] H- S [m, ^Ml ,pJ

,

^"^ ^ + S [mj, (r) (.,- .+ A«^)] +S [m,^ yp,]

,

g = S[«/(r)AC] + s[»zM!2zp]

+ S [mj, (r) (C- Ç + AC)]+ S [m, ^^ zp, ] ;

ou , ce qui revient au même

,

g= L?+ R. + Ql + L^l + R,«,+ Q^C,

,

(3) {g= B|+ M>i-+-P? 4-R,?,-|-M,„,+ P^,

g= Q? + P« + NIH- Q,Ç, + P,.,+ N,C,



(39)
pourvu que, » désignant une fonction quelconque des variables x^ j, z, et

A«

l'accroissement de « dans le cas où l'on fait croître

.rdex, j^ de y, sdez,

on représente, à l'aide des lettres

L, M, N, P, Q, R,
L„ M,, N,, P,, Q,, R,,

non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les for-

mules

L« = S
{
m [/(r) + ï; Ç^] A«j-S[m,X('')«],M= . .

.

,

N =» . . .,

P«=S|«Ç^A«|, Q = ..., R=....

L,^' = S {m, [/(r) + 1'

€^f]{^+ A«j
j

,
M,= . . .

,
N,= . .

.

,

V,^s\,nP/I^\, Q.= ..., R,= ....

Comme d'ailleurs ces diverses formules doivent servir à déterminer les

caractéristiques

L, M, N, P, Q, R, L,, M,, N^, P^, Q^ , R,,

quelle que soit la fonction de^,j, z désignée par «, elles peuvent être

pour plus de simplicité, présentées sous la forme

L = S j/«[/(r)+^-' Ç^] ^] -S[K/;(/-)J, M= . .
.

, N= . .

.

Enfin, si l'on désigne , à l'aide des caractéristiques

D„ D„ D„ D„

et de leurs puissances entières , les dérivées qu'on obtient quand on diffé-

rentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables indé-

pendantes

^ y J'y ^> ^i
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par rapport à ces mêmes variables, les équations (3) pourront s'écrire

comme il suit

(6) j
R?+ (M-D/). + P^+ R^0^ + M^,^+ p^ç^ = o

,

( Q?+ P«+(N-Dr)Ç+ Q,Ç,-f-P^«,+N^ = o.

De même, en supposant les caractéristiques

K^
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en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y par-

viendra aisément à l'aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle on

aura

quelle que soit la fonction de
X 7

désignée par « , et par conséquent

(il) I + A = e-D.+yD^ + zD.^ ^ ^ g xD. + yD^ + zD._
j

Cela posé, dans les équations (6) et (9) ramenées à la forme d'équations

aux différences partielles, les coefficients des dérivées des variables prin-

cipales se réduiront toujours à des sommes dans chacune desquelles la

masse m ou m^ se trouvera multipliée sous le signe S par des puissances

de X, y, z, et par une fonction de r. Ainsi, en particulier, les coefficients

dont il s'agit se réduiront, dans les seconds membres des équations (6),

à

des sommes de l'une des formes

'(12) S [mx^y^'z^'/Cr)], S r^x^y-V'^^T

('i3) S [m^ x"y"'z"y;(r)] , S rm^x^y^'z^'^^n,

et, dans les seconds membres des équations (9), à des sommes de Tune des

formes

(,4) ^ [m^x-y-^V^Cr)], S [m ^"7"^"^^^^,

(l5) S [mx«y"Vy;(r)], S T/wx^'yV-i^^ 1,

n^ n' , w" désignant des nombres entiers.

On pourra regarder la constitution du second système de molécules

comme étant partout la même, si les sommes (i4)
?
(i5), se réduisent à des

quantités cx)nstantes, c'est-à-dire à des quantités indépendantes des coor-

données

^^ y y ^,

de la molécule tn^. C'est ce qui aura lieu , par exemple
,
quand le

second système sera un corps homogène
,
gazeux ou liquide ou cristallisé.

Si d'ailleurs, les molécules étant dans le premier système beaucoup plus

rapprochées les unes des autres que dans le second , les sommes (12) et

( 1 3) reprennent périodiquement les mêmes valeurs quand on fait croître

ou décroître en progression arithmétique chacune des trois coordonnées

Ex. d'An, et de Ph. M. ^
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.T y z , et si lés rapports des trois progressions arithmétiques, correspon-

dantes aux trois coordonnées, sont très petits; alors, en vertu d'un théo-

rème que nous avons établi ailleurs, on pourra substituer à ces mêmes

sommes leurs valeurs moyennes sans qu'il en résulte d'erreur sensible dans

le calcul des vibrations du système et des déplacements moléculaires. Donc

alors les équations des mouvements infiniment petits des deux systèmes,

c'est-à-dire les équations (6) et (9) pourront être considérées comme des

équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants

entre les six variables principales

S. ^, Zj t^ ^n c?

et les quatre variables indépendantes

ÛC, j, z, t.

De semblables équations sont propres à représenter, par exemple, les

mouvements infiniment petits du fluide lumineux renfermé dans un corps

homogène, isophane ou non isophane , opaque ou transparent.

Comme nous venons de le dire , dans le cas où les sommes (12) et (i3)

reprennent périodiquement les mêmes valeurs, tandis que Ton fait croître

ou décroître les coordonnées en progression arithmétique, une condition

nécessaire pour que l'on puisse sans erreur sensible substituer à ces

mêmes sommes leurs valeurs moyennes, c'est que les rapports des trois

progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées soient

très petits. Il y a plus , si l'on veut appliquer le théorème rappelé ci-dessus,

et qui met cette condition en évidence, à un mouvement simple carac-

térisé par une exponentielle népérienne dans l'exposant de laquelle les

coefficients des coordonnées soient imaginaires , on reconnaîtra que
,
pour

rendre légitime la substitution dont il s'agit, on doit supposer très petits

non-seulement les rapports des trois progressions arithmétiques, mais

encore les produits des sommes (12) ou (i3) par l'un quelconque de ces

rapports.

5 lïl. Mouvcmcnls simples.

Les équations (6) et (9) du paragraphe précédent peuvent être traitées

comme des équations linéaires à coefficients constants, non-seulement

dans le cas où , la constitution des deux systèmes de molécules étant par-

tout la même, les sommes (12), (i3), (14), (r 5) demeurent constantes, mais

aussi dans le cas où, les sommes (14), (i 5), étant constantes, les sommes

(12), (i3) varient périodiquement quand on fait croître ou décroître les
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coordonnées en progression arithmétique

,
pourvu que dans ce dernier cas

les produits des sommes (12) ou {i'5) par le rapport de l'une quelconque

des trois progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées

soient très petits. Seulement, on devra, dans le dernier cas, après avoir in-

tégré les formules (6), (9), comme si toutes les sommes (12), (1 3), (1 4), (i^)

étaient constantes , remplacer dans les intégrales trouvées chacune de ces

sommes par sa valeur moyenne. C'est ainsi que l'on obtiendra
,
par exem-

ple, les vibrations de la lumière dans un corps diaphane, en supposant que

le rayon de la sphère d'activité d'une molécule du corps , c'est-à-dire , la

distance au-delà de laquelle cette action devient insensible et peut être

négligée, soit peu considérable relativement à la longueur d'une ondula-

tion lumineuse.

La solution de plusieurs problèmes de Physique mathématique pou-

vant dépendre de l'intégration des équations (6) et (9) du paragraphe pré-

cédent , considérées comme équations linéaires à coefficients constants,

nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous bornant

pour l'instant aux intégrales qui représentent des mouvements simples,

c'est-à-dire en supposant les déplacements effectifs ou du moins les dé-

placements symboliques tous proportionnels à une même exponentielle

népérienne, dont l'exposant soit une fonction linéaire des coordonnées

et du temps.

Lorsque les sommes (12), (i3)
,
(i4)j (i5), du §11 demeurent cons-

tantes, alors, pour satisfaire aux équations (6) et (9) du même paragraphe,

il suffit de supposer les variables principales

?. ^1 C, ?.^ ^. C^

toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne dont l'ex-

posant soit une fonction linéaire des variables indépendantes

et de prendre en conséquence

(a) ^ = A g"^+^y+^--^' » = B ^"^-f-^y+^^—-^^ ^ -_ q ^ux+i'y+wzst

u, V, w, s ^ A, B, G, A^, B^, C^ désignant des constantes réelles ou ima-

ginaires convenablement choisies. En effet, si l'on substitue les valeurs

précédentes de

2> *>> ç> ?/> ^/î C/?

6..
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d'ans les équations (6) et (9) du second paragraphe, tous les termes seront

divisibles par l'exponentielle
ux+py+wz

—

st

et après la division effectuée , ces équations seront réduites à d'autres de

la forme

( (-t- ^^)A + ^B + ^C + ^^A, + .^^B^ + ^^C^ = o,

(3) ]
aA + (aiL— ^*)B + W + ^,A^ + Oîb^B,+ ^^C, = o,

(
,4LA + ,^^B + ^^C + (^, - .')A, + ^,B, + ? ,C, = o,

(4) l AA + ^CfïLB+ (^C +^^A+ C^l^// - ^^6/ + ^/iG, == o,

[^K+ <^B +,3L(: +t,A,+ ^,B, + (^, - s^)Q, == o-,

les valeurs des coefficients

4L, ^, ^, ^, ?., ^i 4L;, ^„ ^,, ^;, t;, .a/,

,4L, /^n-, r^, ,^, ;^, A-, 4L/„ ^/i> ^/i» ^,i. ?^p «^/M

étant déterminées par les formules

^ = s
I
m [/[(r)+^ Ç^^] (e-+^ï+-_ X ) I

_S[»^ /;(,•)], 3K_. .
.
, 31;=,

,C = s
I

m [/; (r)+ ï: Î^Ji:?] a-+"ï+-
|

,

ou , ce qui revient au même
,
par les formules

\^ ^^ du'' -^ ^ dv' ^ ^ dxv"

y"- dvdw ^ rfw£?tt rf«<;?w
'

j^=g, + 2., ^,= g, + 5, -,= ff.+ g.

,
^'^—

.
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P - ^ ^^ OÏL - r -4-
"^''^

TT - r ^ ^'^

/ "^"^
' ""

5'^ + "^P"' ^''— S^/i+ 3V '

les valeurs de

étant respectivement

( g = s [mfir) (e-+-s'+-- ,)] _ S [m,/(r)]

,

(" ) 1
5= S F—^—e"^+"ï+«'n

;

Or, lorsque les sommes (12), (i3j, (iZj), (i5) du § IV demeurent cons-

tantes, on peut en dire autant des valeurs de

4^, 31b, 3L, ^, ^, .a, 4L/, 31L^,etc.,

que fournissent les équations (5), (6), (7), (8), jointes aux formules (9),

(10), (i 1), (12), et qui sont développables avec l'exponentielle

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de m, v^ w. Donc
alors on peut satisfaire aux équations (3) et (4) par des valeurs constantes

des facteurs

A,B, C, A,, B,, C,,

Soit maintenant

(i3) ^ s = o

Téquation du 6* degré en s* que produit l'élimination des facteurs

A,B,C, A^,B,,C,,
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entre les équations (3) et (4), la valeur de s étant

(i4) « = (^-5») (OK- —s') {^— s^) i^,— s') (3n—s') (.%,— s')— etc.

Si l'on prend pour s une quelconque des racines de l'équation (i3), et si

d'ailleurs on désigne par

a, €, y, a,, g,, y^,

des coefficients arbitraires, on pourra présenter les équations (3) et (4)

sous la forme

(i5)

(i6)

/ (4:^
— ;f') A + ab + ^c + tA, + *A+ ^,c, == «s

,

j
^A + «B + (3ï> — ^')C + ^,A,+ «/B;4-3ï>/C, = 7§-'

( XA + ,^B + ,^C + (4L,,
-^0A,+ A„B, +t„C,=: «,«

\
,AA + ,31tB + ,«C + ^„A,+ (31^,, - s') B,+ «„C, = p,8

/ ,^A + ,«B + ,3&G+ t„A, + «„B,+ (3^;< - s') C,= 7,S.

Or, en laissant à 5 une valeur indéterminée, on tirera de ces dernières

équations résolues par rapport aux facteurs A, B, C, A^, B^
,
G,,

A = fa + me + <Ùy + f,«, + tl,C, + ®.,y„

(,7) 3 B = m» + iwe + fj' + «*, + M,s, + !•,>,,

( A, = ,fa + ,mê + ,«k;^ + f„a, + m„ê, + ©„>,,

(,8) ) B, = ,ma +,J»g 4- ,f> + m„a, 4-iW„e, 4- f„y„

et par suite

(9)

f*+ m? + ©^ + f ,a^ + îi,e, 4- ©,?-,

B
^ Ha +iW? 4- f> +m,a, 4-ill,ê, + f^y,

C
- m=t+ fS + My +«&,«, + ^,e, -h M,y,

_ ^
" ,ï« + ;ine + ,©> 4- f/,«, + m„e, + ©„>,

~ ,m«+ ,i»€ + ,f> 4- «„*, +i«„é-, 4- f„>,

les nouveaux facteurs

£, M,Vl, IP, ©, m,, f,, i»„ etc....,
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étant des fonctions entières de s, toutes du S*" degré, à l'exception des

seuls facteurs

s, m, M; S,„ M,„ M,,

qui seront du 5" degré par rapport à ^'*, et du lo^ par rapport à s. Donc

les valeurs des facteurs

A, B, C, A,, B^, C,

déterminées par les formules (17), (18), vérifieront généralement les for-

mules (i5) et (16). Donc, lorsqu'on prendra pour s une racine de l'équa-

tion (i3), elles vérifieront les formules (3) et (4), quelles que soient

d'ailleurs les valeurs attribuées aux constantes

a, S, y, ct^, e^, y^;

et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports

B C A^ B, C^

A ' A ' À" ' A ' A '

propres à vérifier les formules (3) et (4) seront précisément celles que

fournit la formule (19). Si l'on suppose en particulier les constantes

ct,S,y,a^,ê^,y^,

toutes réduites à zéro, à l'exception d'une seule, la formule (19) donnera

successivement

A B C A. h, C,

(20)

(^

r
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par l'équation (i3) jointe à la formule (19), ou, ce qui revient au même,

à l'une des six formules (20) et (21), représentent ce qu'on peut nommer

un système d'intégrales simples des équations (6) et (g) du § II. Les coef-

ficients

u, V, w,

dans ces intégrales simples, restent entièrement arbitraires, ainsi que la

constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes

w, V, w, s, A, B, C, A^, B^, G^,

et, par suite, les valeurs des variables principales

?. >i? K^ ?/. ^i^ C'

tirées des formules (1), (2), peuvent être réelles ou imaginaires. Dans le

premier cas ces variables représenteront les déplacements infiniment pe-

tits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible avec

la constitution des deux systèmes donnés. Dans le second cas, les parties

réelles des variables principales vérifieront encore les équations des mou-
vements infiniment petits , et ce seront évidemment ces parties réelles qui

pourront être censées représenter les déplacements infiniment petits des

molécules dans un mouvement de vibration compatible avec la constitu-

tion des deux systèmes. Dans l'un et l'autre cas , le mouvement infiniment

petit qui correspondra aux valeurs de

?, ^^ C? ?/. ^n C'

fournies par les (i) et (2), sera un mouvement simple, dans lequel ces va-

leurs représenteront ou ks déplacements effectifs des molécules, mesurés

parallèlement aux axes coordonnés, ou leurs déplacements symboliques

,

c'est-à-dire des variables imaginaires dont les déplacements effectifs sont

les parties réelles. Les équations (1), (2) elles-mêmes seront les équations

finies, et dans le second cas les équations finies symboliques du mouvement
simple dont il s'agit.

Si l'on pose

(22) u = U 4- u \/

—

I , i^ = V -f- V v^— I, w^= W 4- w\/

—

I,

(23) ^ ^^s + sy=T, ^
(24) A=ixe^^-\ B = be^^"', C= cV^^,

(25) A = ^e'^V-^ B,^ b^e^'V/- c,=, ^yV'^^

u, v,w, U,V,W, s, S, a,b,c, A,^,v, a^, b^, c^, \, /a^, v^, dési-
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gnant des quantités réelles , et si d'ailleurs on fait pour abréger

(26) k = v/ir^"+v*+^, R = v^U* 4- V + W%
(27) kv=u.r+ vj4-wz, KR=U.r-f-V>'-h Wz,

les formules (r), (2) donneront

!g
= ae^"-^'cos(k.— s^+ A),

)i = be^^'-^'cosfkt— s^+ ^),

C = ^^''-^'005(1^^— s^ 4- v),

r P^ = a/^^- ^' cos (k^— siJ 4- AJ ;

(29) ]>»/ = ^e^^-^'cos(kt--^s^+ ^J,

(0^ = c,e^"-^^^os(kv— s^+ vj.

Comme la forme des équations (28) reste invariable, quel que soit le second

système de molécules , et dans le cas même où ce second système dispa-

raît , il en résulte qu'un mouvement simple , susceptible de se propager à

travers deux systèmes moléculaires qui se pénètrent mutuellement, est,

pour chacun de ces deux systèmes, de la même nature qu'un mouve-

ment simple capable de se propager à travers un système unique, et se

réduit toujours à un mouvement par ondes planes, dans lequel chaque

molécule décrit une droite, un cercle, ou une ellipse. C'est d'ailleurs ce

que démontrent évidemment les formules suivantes.

On tire des équations (28)

!• lorsque A, /w , v , sont égaux

(30)

'

! = B = !.

2° lorsque A, ^, v, ne sont pas égaux

I
sin (^— j;) + j^

sin (j;— A)+ - sin (A— ^ ) = o

,

Pareillement on tire des équations (29),

i<». Lorsque A^, /W^, v^ sont égaux

(^v r — b, — c/

2°. Lorsque A^, />t^, v^ ne sont pas égaux

( k sin(u, — v;) +5^ sin {v^-^ /^ + ^ sin (\ — ^u) = o,

( (Ê;)
- ^ ïT t

'=°'
^ ^'~ '^ + ( s)

= ^ ''"* ^
^' - '

')•

J:^:. ^f'^«. <?/ de Ph. M, . 7
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Donc la ligne décrite par chaque molécule du premier ou du second sys-

tème est toujours une droite représentée par la formule (3o) ou (3:2)

,

ou bien une ellipse représentée par les formules (3i) ou (33) , cette ellipse

pouvant se réduire à une circonférence de cercle. Le plan invariable,

auquel le plan de l'ellipse reste constamment parallèle, est d'ailleurs re-

présenté
,
pour le premier système de molécules , par l'équation

(34) "^ sin (u— v) ^-^sin (v — A) +-^sin(A— ^) z=z o.

et, pour le second système de molécules, par l'équation

(35) ^ sin (a/.,
—

^J+ ^ sin (p^— A,) + ^ sin (A, — yU,) = o.

Ajoutons que l'aire décrite, au bout du temps t, par le rayon vecteur de

l'ellipse est représentée, dans le premier système de molécules, par

l'expression

s 2Kr / —aS^\
(36) j-^e [i — e )\/ [b'c^ sin'(yt« -— v) -|- cV sin' (» — a) 4- a'^b'' sm\X — ^) ]

,

et, dans le second système, par l'expression

s ^Kr / —iSt\

(37) ^e (i -e ; ^[bjc^sin^r^-vj -hc>;sin*(v^-A;-fa;b:sin*(A^ - ^;].

Donc le rapport entre les aires décrites par les rayons vecteurs des el-

lipses, que parcourent deux molécules correspondantes des deux systèmes

donnés, reste le même à tous les instants et dans tous les points de l'es-

pace. Enfin, dans le cas particulier où S s'évanouit, c'est-à-dire, où le

mouvement simple est durable et persistant, chacune de ces aires croît

proportionnellement au temps, puisqu'on a dans ce cas

Si, en nommant
a^ 6, c,

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des

coordonnées positives , on nomme

« et «^,

les déplacements des molécules du premier et du second système, me-
surés parallèlement à l'axe fixe , on aura

(38) « = af -f. ^^ 4- <, «. = < + bv^, + cï:,,

et, en posant pour abréger
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aa. cos A -j- Z>b cos f* 4- ce cos y = h cos 23- , «a sin A -f- ^b sin ^ + ^c sin y= h sin <«?
, ^

aa^cosA^ -f- bbcosfA^-{- cccosv^= h^costsr^, aa^sinA^+ ^b^sin^^ -f cc^siny^=r h^sin 'V^,

on tirera des formules (28) et (29)

(39) « = he
''"

cos (k'^ — st + ^),

i4o) «/ = hy<? cos(k^ — s^ -f- ^^).

En vertu de ces dernières équations, le déplacement d'une molécule

mesuré parallèlement à un axe fixe quelconque , s'évanouit pour chaque

système, 1° à un instant donné, dans une suite de plans équidistants

parallèles au plan invariable que représente la formule t= o ou

(4i) u:r + y/ + W2 = o,

la distance entre deux plans consécutifs étant la moitié de la longueur

(42) 1 = ï;

2® pour une molécule donnée, à des instants séparés les uns des autres

par la moitié de l'intervalle

Ainsi cette distance et cet intervalle
,
qui représentent l'épaisseur d'une

onde plane, ou la longueur dime ondulation ^ et la durée dune vibration

moléculaire j restent les mêmes pour les deux systèmes , comme le plan

invariable auquel les plans de toutes les ondes sont parallèles. On peut

en dire autant , non-seulement de la quantité Q. déterminée par la for-

mule

(44) n=i= i,

c'est-à-dire de la vitesse de propagation des ondes planes, mais aussi de

l'exponentielle

e

qui représente le module du mouvement simple, et du binom«

kt; — s^,

qui en représente Vargument.

Observons encore qu'en vertu des formules (39) et (4o), Vamplitude

des vibrations moléculaires , mesurée parallèlement à un axe fixe donné,

sera représentée pour le premier système
,
par le produit

, Kr— Si
2ne

,

et
,
pour le second système

,
par le produit

Kr— St
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Cette amplitude variera donc en général dans le passage d'un système à

l'autre, avec le paramètre angulaire qui correspondra au même axe fixe,

et qui sera représenté par <zsr pour le premier système, par ^^ pour le

second. Toutefois le rapport des amplitudes calculées pour deux molé-

cules correspondantes des deux systèmes, étant constammment égal au

rapport ,-, restera le même partout et à tous les instants. Si R et S se

réduisent tous deux à zéro, les formules (Sg)
,
(4o) se réduiront à

(45) « = h cos (k-o— s^+ ^j

,

(46) «^= h^ cos (k^— st+ ^^) ,

et les amplitudes des vibrations moléculaires représentées par

2h et 2h^

deviendront constantes. Enfin le mouvement s'éteindra dans les deux sys-

tèmes pour des valeurs infinies de t, si la constante S diffère de zéro, et

pour des valeurs infinies de r , si la constante K diffère de zéro. Ajoutons

que , dans cette dernière hypothèse , les amplitudes des vibrations molé-

culaires décroîtront en progression géométrique avec le module

Rr— Sf
e

tandis que l'on fera croître en progression arithmétique les distances an

plan invariable représenté par l'équation r= o,ou

(47) Ux + Vjr -H Wz = o.

D'après ce qu'on vient de dire, dans un mouvement simple de deux

systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, il existe, pour

chacun de ces deux systèmes, trois plans invariables, et parallèles , le pre-

mier aux plans des courbes décrites par les diverses molécules, le second

aux plans des ondes , le troisième à tout plan dans lequel se trouvent ren-

fermées des molécules qui exécutent des vibrations de même amplitude.

D'ailleurs, de ces trois plans le second reste commun, ainsi que le troi-

sième, aux deux systèmes de molécules, mais on ne saurait, du moins en

général , en dire autant du premier.

Quant aux intégrales générales des équations (6), (9), du §11, on les

obtiendra sans peine à l'aide des méthodes qui feront l'objet du Mémoire

suivant.



MÉMOIRE

L'intégration des équations linéaires.

Considérations générales.

C'est de l'intégration des équations linéaires^ et surtout des équations

linéaires à coefficients constants que dépend la solution d'un grand nombre
de problèmes de physique mathématique. Dans ces problèmes , les varia-

bles indépendantes que renferment des équations linéaires différentielles

ou aux différences partielles sont ordinairement au nombre de quatre, sa-

voir, les coordonnées et le temps; mais les inconnues ou variables prin-

cipales peuvent être en nombre quelconque, et la question consiste à

trouver les valeurs générales des variables principales quand on connaît

leurs valeurs initiales correspondantes à un premier instant, et les valeurs

initiales de leurs dérivées. Supposons, pour fixer les idées, ces valeurs

initiales connues
,
quelles que soient les coordonnées. Alors la question

pourrait à la rigueur se résoudre, pour un système d'équations différen-

tielles linéaires et à coefficients constants, à l'aide des méthodes données

par Lagrange , dans le cas même où ces équations offriraient pour seconds

membres des fonctions de la variable indépendante. Car, après avoir ré-

duit par l'élimination les variables principales à une seule, on pourrait, à

l'aide de ces méthodes, exprimer la variable principale en fonction de la

variable indépendante et de constantes arbitraires, puis assujétir la va-

riable principale et ses dérivées à fournir les valeurs initiales données ; ce

qui permettrait de fixer les valeurs des constantes arbitraires, à l'aide

d'équations simultanées du premier degré. On sait d'ailleurs qu'en suivant

la méthode de Lagrange, on obtient pour valeur générale de la variable

principale une fonction dans laquelle entrent avec la variable principale

les racines d'une certaine équation que j'appellerai Véquation caractéris-

tique ^ le degré de cette équation étant précisément l'ordre de l'équation

différentielle qu'il s'agit d'intégrer. On peut donc dire en un certain sens,

que la méthode de Lagrange réduit l'intégration d'une équation différen-

tielle linéaire à coefficients constants à la résolution de l'équation caracté-

ristique. Toutefois, on doit observer, i^ que Lagrange est forcé lui-même
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de modifier sa méthode dans le cas où l'équation caractéristique offre des

racines égales; 2" qu'il est bien dur pour un géomètre
,
qui veut suivre

cette méthode, de se croire obligé à introduire dans le calcul des cons-

tantes arbitraires qui doivent être éliminées plus tard, et remplacées par

les valeurs initiales de la variable principale et de ses dérivées; 3"" qu'il y
a même quelque inconvénient sous le rapport de la complication des cal-

culs, à commencer par réduire un système d'équations différentielles don-

nées à une seule, qui renferme une seule variable principale, sauf à revenir

par un calcul inverse de la valeur générale de cette variable principale aux

valeurs de toutes les autres. 11 m'a donc paru qu'un service important à ren-

dre non-seulement aux géomètres, mais encore aux physiciens, serait de

leur fournir les moyens d'exprimer immédiatement les valeurs générales des

variables principales, qui doivent vérifier un système d'équations diffé-

rentielles linéaires à coefficients constants , en fonction de la variable in-

dépendante et des valeurs initiales des variables principales et de leurs

dérivées, sans avoir à établir aucune distinction et à s'occuper séparé-

ment du cas où l'équation caractéristique offre deux, trois, quatre . . . ,

racines égales. J'ai déjà fait voir, dans les Exercices de Mathématiques^

avec quelle facilité on atteint ce but à l'aide du calcul des résidus, quand

on considère une seule variable principale déterminée par une seule

équation différentielle. Je vais montrer dans ce Mémoire qu'à l'aide du même
calcul on peut encore arriver au même but pour un système quelconque

d'équations linéaires et à coefficients constants. La simplicité de la solutioii

est telle
,
qu'elle ne peut manquer, ce me semble, d'être favorablement ac-

cueillie par tous ceux qui redoutent la longueur et la complication des

calculs, et qui attachent quelque prix à l'élégance ainsi qu'à la généraUté des

formules. Il y a plus; la méthode que je propose ici peut être étendue et

appliquée à l'iutégration d'un système d'équations linéaires aux différences

partielles et à coefficients constants. Pour opérer cette extension, il suffit

de recourir aux principes que j'ai développés dans le XIX '^ cahier du Jour-

nal de VÉcole Polytechnique y et dans mes leçons au Collège de France.

En conséquence, étant donné un système d'équations linéaires aux diffé-

rences partielles et à coefficients constants entre les coordonnées, le

temps et plusieurs variables principales, avec les fonctions qui représentent

les valeurs initiales de ces variables principales et de leurs dérivées, on

pourra immédiatement exprimer, au bout d'un temps quelconque, les

variables principales en fonction des variables indépendantes, et des ra-

cines d'une certaine énuation que je contiiuierai de nommer Véquation
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caractéristique. Ainsi, clans la physique mathématique on n*aura plus à

s'occuper de rechercher séparément les intégrales qui représentent le

mouvement du son, de la chaleur, les vibrations des corps élastiques, etc.

La question devra être censée résolue dans tous les cas dès que l'on sera

parvenu aux équations différentielles ou aux différences partielles. Seule-

ment les intégrales obtenues seront, dans certains cas, réductibles à des

formes plus simples que celles sous lesquelles elles se présentent d'abord.

Mais, comme on le verra plus tard, et comme je l'ai déjà expliqué ailleurs,

en traitant de l'intégration d'une seule équation linéaire, on peut éta-

blir, pour cette réduction même, des règles générales. C'est ainsi, par

exemple, que l'intégrale définie sextuple, à l'aide de laquelle s'exprime

la valeur générale de la variable principale d'une seule équation aux dif-

férences partielles , se réduit à une intégrale définie quadruple, dans le cas

où cette équation devient homogène, ou même à une intégrale double,

quand le premier membre de l'équation caractéristique est décomposable

en facteurs du second degré. On peut consulter à ce sujet, dans le Bul-

letin des Sciences d'avril i83o, l'extrait d'un Mémoire que j'avais pré-

senté cette même année à l'Académie.

Parmi les conséquences dignes de remarque qui se déduisent de la mé-

thode d'intégration exposée dans le présent Mémoire
,
je citerai la suivante.

Étant donné un système d'équations linéaires aux différences par-

tielles et à coefficients constants entre les coordonnées, le temps, et

plusieurs variables principales avec les valeurs initiales de ces variables

principales et de leurs dérivées, on peut réduire la recherche des valeiu's

générales des variables principales à l'évaluation d'une intégrale définie

sextuple relative à six variables auxiliaires, la ibnction sous le signe /
étant proportionnelle à une exponentielle dont l'exposant est une fonction

linéaire des variables indépendantes, et réciproquement proportionnelle

au premier membre de l'équation caractéristique.

En appliquant la méthode développée dans le présent Mémoire aux

équations à différences partielles qui représentent le mouvement des

ondes, du son, de la chaleur, des corps élastiques,... et généralement

les vibrations d'un système de molécules sollicitées par des forces d'at-

traction ou de répulsion mutuelle, on retrouve les intégrales connues,

dont les imes ont été données par M. Poisson, et les autres par moi-

même, soit dans mes anciens Mémoires, soit dans ceux que j'ai présentés

récemment à l'Académie. J'ajouterai que la même méthode, appliquée aux-

équations différentielles contenues dans mes derniers Mémoires, fournira
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généralement les intégrales des mouvements infiniment petits de deux ou

de plusieurs systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, dans

le cas où l'on regarde comme constants les coefficients renfermés dans

ces équations différentielles.

^ V. Intégration d'un sjrslhme d'équations différentielles du premier ordre^ linéaires et

à coefficients constants.

Considérons n équations différentielles du premier ordre linéaires et

à coefficients constants, entre n variables principales

considérées comme fonctions d'une seule variable indépendante t qui

pourra désigner le temps. Supposons ces équations présentées sous une

forme telle qu'elles fournissent respectivement les valeurs de

d^ d^ d^

dt' dt' dt''"'

de sorte qu'en faisant passer tous les termes dans les premiers membres ,

on les réduise à

f + ^e + ^•'i -h • . • = o,

'•)
^J + n + t." + ... = o,

etc.,

ou, ce qui revient au même, à

(
(1^. + -C) ? + ^>' + . . . = o,

W j
^? + (D, + ^)>,^. ... = o,

V etc.,

^, 5Tb,. . . ^, ^, . . . étant des coefficients constants. On vérifiera évidem-

ment les équations (i) ou (2) si l'on prend

(3) ^ = Ae^', Yi = Be",...

s, A, B,.., désignant des constantes réelles ou imaginaires, choisies de
manière à vérifier les formules

( s + 4L)A4-^B 4- ... s= o

,

(4) i
^A+ {s +t)B+ ... =0,

( (^4
j
^A4

\ etc.,

qu'on obtient en remplaçant, dans les équations (2), D, par s, et

|, >!,... par A, B...
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D'ailleurs comme l'élimination des facteurs A , B , C , . . . entre les for-

mules (4) , fournira une équation caractéristique

(5) s = o

qui sera du degré n par rapport à ^, la valeur de S étant

(6) ^ = (s + 0(^ + ^)... — ^^ -i- etc.,

on pourra, dans les formules (3), prendre pour s une quelconque des n
racines de l'équation (5). Il y a plus : comme, étant donnés, pour les va-

riables principales , deux ou plusieurs systèmes de valeurs propres à vé-

rifier les équations (i), on obtiendra de nouvelles intégrales de ces mêmes
équations en ajoutant l'une à l'autre les diverses valeurs de chaque va-

riable principale, il est clair qu'on vérifiera encore les équations (i) en

posant

pourvu que, le signe C du calcul des résidus étant relatif aux diverses ra-

cines de l'équation caractéristique , on prenne pour

A, B, C,...

des fonctions entières de ^, propres à vérifier les formules (4). Or, on

obtiendra de telles valeurs, en substituant aux équations (4) les sui-

vantes

{ {s +OA+ ^B + ... = a$,

(8) j
^A+(^ + ^)B+ ... = fs,

f etc.,

qui s'accordent avec elles, quand on prend pour s une racine de l'équa-

tion caractéristique, quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées aux

nouvelles constantes

a, f, > ...

Soient en conséquence

/ A = fa + i«f + ...,

(9) j
B = |la+ (&€ +...,

( etc.

les valeurs de A, B, C, . . . tirées des formules (8), ou, ce qui revient

au même, les numérateurs des fractions qui représentent les valeurs de

A , B , C , . . . déterminées par les formules

Ex. etAn. et de Ph. M. ^
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/ (^+-C)A+ 5îbB + ... = fit,

(lo)
j
^A+ (s + ^)B+ ... = g,

( etc.,

et qui offrent S pour commun dénominateur. On vérifiera les équations (i)

en prenant

UO ^-C
p^^

,r.-C ^^
,etc...

On remarquera maintenant que, dans les formules (9), les facteurs

§,M,... |i,<a,.-.

considérés comme fonctions de s, sont tous du degré n — 2, à l'excep-

tion de ceux qui servent de coefficients, dans la valeur de A à et, dans la

valeur de B à S, . . . c'est-à-dire à l'exception des coefficients

qui seront du degré n— i , et qui, étant développés suivant les puissances

descendantes de s y donneront chacun pour premier terme

n— I

S

D'ailleurs le développement de § offrira pour premier terme /'; et l'on aura,

en vertu des principes du calcul des résidus, i** en prenant pour m un

nombre entier inférieur k n— r,

(12) ^M)~'''
2" en prenant m= n— i

,

Cela posé, on aura évidemment

Donc les formules (7) donneront, pour ^= o,

(i5) g s= a, >i = 6,etc...;

et réciproquement, si l'on veut que les variables principales
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soient assujéties à la double condition de vérifier, quel que soit t^ les

équations (i), et de vérifier, pour i = o, les formules (i5), il suffira de

prendre pour ces variables les valeurs que fournissent les formules (i i).

Il est bon d'observer que si l'on désigne par

L, M,... P, Q,...

les fonctions de la caractéristique D,, dans lesquelles se transforment les

facteurs

$,£&,... |I,<Û,...

quand on y remplace .<? par cette caractéristique, les formules (ii) pour-

ront s'écrire comme il suit

(,6) ?=(..L+eM4-..)ip-y "= («?+ ^Q+ .--)<î:pj,e(c...

Donc, si l'on pose, pour abréger,

on aura simplement
*

(i8) g=(aL+ eM + ...)®. »= (aP + eQ+...)0, etc..

Si Ton représente par
V

ce que devient S, quand on y remplace la lettre s par la caractéristique

D,, la fonction déterminée par la formule (17) ne sera évidemment autre

chose qu'une nouvelle variable principale assujétie, 1° à vérifier, quel que

soit ty l'équation différentielle de l'ordre tî,

(.9) V© = o;

2° à vérifier, pour ^ = o, les conditions

dç> d Q d Q
I .(20) = 0, —= 0,... ^^„_, — .., ^^„_.

Cette fonction est ce que nous appellerons lai fonction principale. Quant

aux valeurs de

déterminées par les formules (18), elles ne différeront pas de celles que

l'on déduirait par élimination des équations différentielles

, (D. + L)g+Mv)+ ... =aV0,
(21) j

P?+(D,+Q)^+... =êV0,
( etc.,

8..
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en opérant comme si D, et V étaient de véritables quantités. D'ailleurs,

pour obtenir les formules (21), il suffira d'égaler le premier membre de

chacune des équations différentielles données, non plus à zéro, mais au

produit de V0 par ce que devient ce premier membre, quand on remplace

les variables principales

g, », Ç,...

par zéro , et leurs décivées par les valeurs initiales

a, ë, >,. ..

de ces variables principales; en d'autres termes, il suffira de remplacer,

dans les équations différentielles données, les dérivées

par les différences

D,Ç — aV0, D,>i — êVe,... etc.

Enfin, il est aisé de s'assurer que, pour passer des équations différentielles

données à des équations intégrales qui fournissent immédiatement les va-

leurs générales de ^, »,f,... on devra suivre encore la règle que nous

venons d'indiquer, dans le cas même où les équations données, étant li-

néaires du premier ordre et à coefficients constants, ne seraient pas

ramenées primitivement à la forme sous laquelle se présentent les équa-

tions (i) ou (2). On peut donc énoncer la proposition suivante.

Théorème. Supposons que les n variables principales

soient assujéties, i" à vérifier n équations différentielles linéaires du pre-

mier ordre à coefficients constants, c'est-à-dire n équations dont les pre-

miers membres soient des fonctions linéaires de ces variables principales

et de leurs dérivées

^ d^ d^

dt' dt' dt^'"

prises par rapport à la variable indépendante t , les seconds membres étant

nuls; 1^ à vérifier, pour une valeur nulle de t, les équations de con-

dition

g = a, >i = C, Ç = ^.. ..

Pour obtenir les valeurs générales de

on écrira les dérivées

^ d^ d^
,1

dt' dt' di' î



( 6.
)

sous les formes

D.f, D,.., D,C,...;

puis , on recherchera l'équation

V=:0,

qui résulterait de l'élimination des variables principales ^ , >^, Ç, . . entre

les équations différentielles données si l'on considérait D, comme dési-

gnant une quantité véritable; et à cette équation V = o, dont le premier

membre V sera une fonction de D,, du degré 72, qui pourra être choisie de

manière à offrir pour premier terme D,", on substituera la formule

V0 = 0,

que l'on regardera comme une équation différentielle de l'ordre n entre

la variable indépendante^, et la fonction principale 0. Enfin on déter-

minera cette fonction principale de telle sorte que, pour^= o, elle s'éva-

nouisse avec ses dérivées d'un ordre inférieur à n— i, la dérivée de l'ordre

n— I se réduisant à l'unité; et l'on égalera le premier membre de chacune

des équations différentielles données, non plus à zéro, mais au produit de.

V0 par ce que devient ce premier membre quand on y remplace les va-

riables principales ^, », Cj. • • par zéro, et leurs dérivées

^ ^ ^
dt' di* di'"'

par les valeurs initiales

a, S, y,. ..

de ces mêmes variables. Les nouvelles équations différentielles amsi for-

mées, étant résolues par rapport à

comme si D, désignait une quantité véritable, fourniront immédiatement

les valeurs générales de ^,», Ç",.. . exprimées au moyen de la fonction

principale et de ses dérivées relatives à t.

Ce théorème, qui ramène simplement l'intégration d'un système d'é-

quations différentielles linéaires , à coefficients constants et du premier

ordre à la recherche delà fonction principale, devient surtout utile,

dans l'intégration des équations aux différences partielles, comme nous

le verrons plus tard. Il est d'ailleurs facile de l'établir directement et de

s'assurer qu'il fournit pour les variables principales ^, >;, f, des va-

leurs qui satisfont à toutes les conditions requises. En effet, dire que ks

valeurs de
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données par les formules (i8), sont celles que l'on tire des équations (21),

quand on opère comme si D, était une quantité véritable, c'est dire que

l'on a

^(aL+ eM + ...)+ (D,+ ^)(«P+CQ+...)+ ... = fV,
etc. , . . .

quels que soient ot , Ç^. . . ; en d'autres termes, c'est dire que l'on a iden-

tiquement

(
(D,+^)L+ 01LP + . . . = V, (D,+ OM+01LQ 4- . . .= 0, etc.,

(-22)
j

(JL-|-(D, + ^)P+... .= 0, ^M + (D,+ ^)Q + ...= V,etc.

\ etc . . .

Or il est clair qu'en vertu des formules (19) et (22) on vérifiera les équa-

tions (2), si l'on y substitue les valeurs de ^, >i, Ç",. . . fournies par les

équations (18). De plus, v étant une fonction entière d-e D,, choisie de

manière que dans cette fonction la plus haute puissance de D,, savoir,

D,", offre pour coefficient l'unité; si l'on regarde D, comme une quan-

tité véritable, on aura, pour des valeurs infiniment grandes de cette

quantité,

V

et par suite, en vertu des formules (22) divisées par D",

L _ M _
D.'-'~'' Z)."-'~°'

P

etc.

Donc parmi les fonctions entières de D, désignées par

L, M,... P, Q,...
les unes , savoir

L, Q , . .

.

seront du degré n — i , et offriront D,""" pour premier terme, tandis que

les autres seront d'un degré inférieur k n — i . Donc , en vertu des for-

mules (20), on aura, pour t = o,

L0 = I , Me = o, ...

P0 = o
, Q0 == I , . . .

etc.;
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D, étant considéré non plus comme une quantité, mais comme une

caractéristique, et les valeurs de

fournies par les équations (i8)
, vérifieront les conditions (i5).

§ IL Intégration d'un sjslcme d'équations différentielles du premier ordre, linéaires et

à coefficients constants , dans le cas ou les seconds membres, au lieu de se réduire

il zéro, deviennent des fonctions de la variable indépendante.

Supposons que, dans les équations (i) du paragraphe r% les seconds

membres, d'abord nuls, se transforment en diverses fonctions

X, Y, Z,...

de la variable indépendante t, en sorte que ces équations deviennent res-

pectivement

(i + ^? + ^^+ ••• =^'

(0
j I + e^ ^ .^, ^ ... ^ Y,

\ etc.,

ou , ce qui revient au même

,

(
(D,+ -L)?+ ^^>J + ... = X,

(2) j ^g + (D, + 1>+ ... = Y,
' etc.

Si l'on veut obtenir des valeurs des variables principales qui aient la double

propriété de vérifier ces nouvelles équations, et de s'évanouir pour ^= o,

il suffira évidemment de remplacer dans les formules (11) du paragraphe

précédent , les constantes
ût, b,. .

.

par les intégrales

En effet, en opérant ainsi et désignant par

ce que deviennent
X, Y,...

quand on y remplace la variable indépendante < par une variable auxi-
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liaire r, on trouvera

Or il est clair, i^ que les valeurs précédentes des variables principales

s'évanouissent pour ^= o; 2° qu'elles vérifieront les équations (i), eu

vertu des formules (i4) du § P% si l'on a identiquement

( etc.

D'ailleurs ces dernières équations seront effectivement identiques, attendu

que les valeurs de A, B, C. . . fournies par les équations (9) du J P', vé-

rifient les formules (4) du même paragraphe, indépendamment des va-

leurs attribuées aux facteurs a, Ç,... et par conséquent dans le cas

même où l'on remplacerait

a, ^,.. . par ;x;, S'. .

.

Si maintenant on veut obtenir pour les variables principales

des valeurs qui aient la double propriété de vérifier, quel que soit t, les

équations (i), et de se réduire aux constantes

pour ^= o, il suffira évidemment d'ajouter les valeurs de g , )î , . . . four-

nies par les équations (3), à celles que donnent les formules (1 1) du § P'.

On trouvera ainsi

(fa+ ©e + . . .) e" fi^V^+ ®^+ • • ,)e<^'"r) dr

etc.

(5)
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îl y a plus : si Ton nomme la fonction principale déterminée par la

formule

<•» ''=^my
et s ce que devient cette fonction

,
quand on y remplace la variable in-

dépendante t par la difYérence t— r, en sorte qu'on ait

si d'ailleurs, comme dans le § V% on désigne par

L, M,... P, Q,...

les fonctions de D, dans lesquelles se transforment les facteurs

quand on y remplace s par D,, les formules (5) donneront simplement

(^^
-; » = (aP + ^Q + .

. .^ e 4- r' C^^P 4- ^Q + .
. •) ^^T'î

' etc.

D'autre part, si l'on fait pour abréger

(9) 5= (XL + ^iVI-f- . . .) S, H ==: (XP + ^Q + . . .) ^, etc.

,

-> H,... représenteront de nouvelles variables assujéties, i** à vérifier,

quel que soit t , les formules

( (Dr+ O^-f-^HH- ••• =0.
(ro) ;^2+(D,+ ^)H+ ...=0,

f etc.-,

sk* à vérifier, pour t— t:=o, ou, ce qui revient au même, pour r=: t,

les conditions

(il) S=:«X^=X, Hss;g^=Y, etc....-,

et les intégrales

/
' Edr, f Hdr,. ..

J o J o

désigneront évidemment les valeurs de ^, >i,. . . correspondantes au cas

particulier où l'on aurait

a izz o , S= o, etc . .

.

Es. d'An, et de Ph. M. 9
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Cela posé, on déduira immédiatement des formules (8) la proposition

suivante.

Théorème. Supposons que les n variables principales

soient assujéties, i" à vérifier n équations différentielles dont les premiers

membres se réduisent à des fonctions linéaires de ces variables et de l'une

des dérivées

dt' dt'"'

le coefficient de cette dérivée étant l'unité, et les seconds membres

étant des fonctions

X, Y,...

de la variable indépendante < ;
2* à vérifier, pour ^= 0, les conditions

Pour obtenir les valeurs générales de

il suffira d'ajouter à celles que Ton obtiendrait si

X, Y,...

se réduisaient à zéro , les valeurs de ^ , » , . . . correspondantes au cas

particulier où l'on aurait

a=:o, f= 0,. .

.

ces dernières seront d'ailleurs de la forme

(12) ^~/ ~^^' '^'^
I

^^'^>"'

H, H, .. étant ce que deviennent les valeurs de ^, »,. , . relatives à des

valeurs nulles de X, Y,. . . quand on y remplace

t par t— r

,

et

par les quantités

cX», C/ j . . .

dans lesquelles se transforment

X, Y,...

en vertu de la substitution de r à t.
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Au reste, pour établir directement ce nouveau théorème, il suffit de

montrer que les valeurs de

fournies par les équations (12), non-seulement s'évanouissent, comme on

le reconnaît à la première vue, pour ^= 0, mais encore vérifient les

équations (1) ou (2). Or effectivement ces valeurs, substituées dans les

équations (i) ou (2), les réduiront, en vertu des formules (n), aux

suivantes

J o

Y +/J
[(^H+ (D.+ t)H+ . . .] dr=.Y,

etc.,

et ces dernières seront identiques, eu égard aux équations (10).

§ III. Intégration d'un système d'équations différentielles linéaires et à coefficients constants

d'un ordre quelconque, le second membre de chaque équation pouvant être ou zéro, ou une

fonction de la variable indépendante.

Supposons que les équations différentielles données , étant par rapport

à une ou plusieurs des variables principales

d'un ordre supérieur au premier, contiennent avec ces variables principales

les dérivées de g, de >i,. . . relatives à ^, et dont l'ordre ne surpasse pas n'

pour la variable g, r^' pour la variable )i,. . . supposons d'ailleurs que ces

équations soient linéaires et à coefficients constants, les seconds membres

pouvant être des fonctions de la variable indépendante t. Les premiers

membres, dans le cas le plus général, seront des fonctions linéaires, à

coefficients constants, des quantités
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les équations différentielles données, quel que soit f ;
2** à vérifier, pour t =o,

des conditions de la forme

( etc.,

a, et^,.,. a^"'"^^; €, ê',... g^"""''^* etc.,... désignant des constantes

arbitraires dont le nombre n sera

(2) n' + n!'+ ..,z=n.

Cela posé , les équations différentielles données pourront être considérées

comme établissant entre les variables

I, ?',... t'-'K ^'••'^i
»,»',... *)<""-'>, «'""'; etc.,

des relations en vertu desquelles les dérivées des ordres les plus élevés

,

savoir

s'exprimeront à l'aide des dérivées d'ordres inférieurs

et, pour ramener le système des équations différentielles données à un

système d'équations différentielles du premier ordre, il suffira de les rem-

placer par les suivantes

,

(3)
I

D,» ^71' = o, D,>i'_ »'' = o,. . . D,>i^'*"-'^— »(»") = o,

( etc. .

.

en prenant pour inconnues ou variables principales les zi dérivées d'ordres

inférieurs, savoir

^,^',...e'-'^;
.,«',....(""-"; etc..

et supposant, comme on vient de le dire, les dérivées d'ordres supérieurs,

savoir

exprimées en fonction des autres et de la variable t par le moyen des

équations données. Or, si les seconds membres des équations données

s'évanouissent, les valeurs qu'elles fourniront pour

ç , n ?• • •

se réduiront à des fonctions linéaires de

?,?',-. •?^"'-';
>i, »!',... .1^"'-'; etc.:
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et si, après avoir substitué ces valeurs dans les équations (3), on veut

intégrer ces dernières équations, on devra, suivant ce qu'on a vu dans

le § V% opérer de la manière suivante.

1°. On éliminera les variables

^,^',...e'~'\ >.,«'...^^""-"; etc....;

entre les équations (3), ou, ce qui revient au même, on éliminera les

seules variables

entre les équations différentielles données, en opérant comme si D, dési-

gnait une quantité véritable; et, après avoir ainsi trouvé une équation

résultante

V =o,

dont le premier membre y sera une fonction entière de D, du degré n , on

assujétira Va. fonction principale & à la double condition de vérifier, quel

que soit t , l'équation différentielle de l'ordre n
,

(4) V0 = o,

et de vérifier, pour ^ = o , les formules

(5) = o, D,0 = o, D%0 = o,... D,"-^0=:o, D,"""0=i.

Pour satisfaire à cette double condition, il suffira de prendre

(6) ® = ^my
s désignant la variable auxiliaire à laquelle le signe c se rapporte , et s la

fonction de s en laquelle y se transforme, quand on y remplace D, par s,

2"". Après avoir substitué dans les équations (3) les valeurs de

^("0 ^(O

exprimées en fonctions linéaires des inconnues ou variables principales

etc. ... ;

on y remplacera les dérivées de ces variables, savoir,

etc. ...
;

par les différences
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D.^-aVe, D.r-«'V0, D,0("-> -«("'-) V0;

D,» — eV0, T>,yt'— €'\@, D, ),(""-) _f(""-') V©,
etc . . .

;

puis on résoudra, par rapport à

?, ^',...e'~''; », »',... «^""-'^etc...;

les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si D, était une

quantité véritable. D'ailleurs , les remplacements dont il est ici question ^

transformeront les équations (3) en celles qui suivent :

/ D^Ç— f= ccVQ , D,f —f — cc'V® , . . . D,fC«'-0 _ ^m z=z ^("'-0 v© ;

' etc. . .

et l'on tire immédiatement des formules (7)

( etc. . .

Donc, poiir intégrer ^ dans rhypotJièse admise^ les équations différen-

tielles données, il suffira de les considérer comme établissant des relations

entre les quantités

?, ?% r.--- I^'^^ ^> ^\ A... >^(""); etc.;

puis dy substituer les valeurs de

fournies par les équations (8)^ et de les résoudre ensuite par rapport aux

variables principales

en opérant comme si D, était une quantité véritable. Cette règle très simple

fournira immédiatement les intégrales générales d'un système d'équations

différentielles linéaires et à coefficients constants d'un ordre quelconque

,

lorsque les seconds membres de ces équations se réduiront à zéro.

Si les seconds membres des équations différentielles données étaient

supposés, non plus égaux à zéro, mais fonctions de la variable indépen-

dante ^, il faudrait aux valeurs de

obtenues comme on vient de le dire, ajouter des accroissements repré-

sentés par des intégrales définies de la forme

J^
'Edr

j f udr , etc..

.
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Soient d ailleurs, dans cette seconde hypothèse,

X , Y ,. .

.

les valeurs de

que fournissent les équations données quand on y remplace

?, f,... g(-'-0; >,, ^',... >,^«"-0;etC.,

OU, ce qui revient au même,

y dB d-'-'^
,

d'^'-'f,

^^dt-- ^-' ^'
^'••- ^^' ^^^••-

par zéro; et nommons

les fonctions de r , dans lesquelles se changent

X , Y,. .

.

quand on y remplace la variable indépendante t par la variable auxi-

liaire T. Pour obtenir les valeurs de

E, H,, .

.

il suffira , d'après ce qui a été dit dans le § Il , de chercher ce que de-

viennent les valeurs générales de

relatives à la première hypothèse, quand on y remplace

t par t — T,

et

a, a', . . . a(«'-2), a(«'-0; g, g', . • .
ê(-"-^), ê^-'-^s etc. . .

par

0,0, ... o, X; 0,0,.,. o, ^; etc..

Applications . Pour montrer une application des principes que nous

venons d'établir, proposons-nous d'abord d'intégrer une seule équation

différentielle de l'ordre n et de la forme

a, ^, . . . g, ^, ^, désignant des coefficients constants, et X une fonction

quelconque de t. Si l'on suppose d'abord X réduit à zéro, l'équation don-

née deviendra

V? = o,

la valeur de V étant

V = D," -t- aDr^ + bDr^~ + + gD; + ^D, + k',
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et par suite , si l'on pose

S = ^« + a^«-^ + bs''-'' + ... + gs* + hs + k z=. F(^),

la fonction principale sera déterminée par la formule

D'ailleurs, lorsqu'on regardera la proposée comme établissant une relation

entre les quantités

elle se présentera sous la forme

g(n)+ a^(«-i) + ^g(n-2) ^ ._ + g^ff + ^g' 4. ^g ~ o;

et, si l'on substitue dans cette dernière formule les valeurs de

fournies par les équations (8), on en conclura

vg= {[a(«-0 4- . . . +a'Dr^ +^Dr ] H- . . . +g(c6'+ ^D,) -j- ^a} v0;

puis, en opérant comme si D, et v étaient des quantités véritables,

g = { [a("~0+ . . . + ct'DT\+ aD"-^] + . . . + ^ (a'+ fltD,) 4- ^a } 0.

Telle sera effectivement la valeur générale de Ç, que l'on pourra présenter

sous la forme
-

F(DO-F(^)
^ — D,— ce

^'

pourvu que, dans le développement du rapport

F(DO-F(.)
D,—

«

on remplace les puissances entières de a, savoir,

par les constantes arbitraires

a, a', a",. .. a^»->>.

Si , dans la dernière valeur de ^ , on substitue la valeur trouvée de , on

obtiendra la formule symbolique

'"^ .-. (CF(.)))'

à laquelle nous sommes déjà parvenus dans les Exercices de Mathéma-

tiques.
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Pour passer du cas où X s'évanouit au cas où X est fonction de t^

il suffira d'ajouter à la valeur précédente de Ç, l'intégrale définie

H désignant ce que devient la valeur précédente de ^ quand on y rem-

place

t par t— T,

ût, a',. . . a^«-*^ par zéro, et ct^"~*^ par la fonction ^ en laquelle se trans-

forme X en vertu de la substitution de r à ^. Cela posé, soit

L'équation en Ç trouvée plus haut , savoir,

entraînera la suivante

et, par suite, en intégrant l'équation

de manière à vérifier, pour /= o , les conditions

?= <., f=a',... ^;lf=a(-0,

on trouvera

\jt— ex. J o

ou, ce qui revient au même,

^-^
5 -a C(F(.)))"'-<^ ((F(.))) '

pourvu que dans le développement du rapport qui renferme la lettre a

,

on remplace a°, a', . . . a"""* par a, a',. . . a^""~*\ On se trouve ainsi ramené

aux résultats déjà obtenus dans les Exercices de Mathématiques.

Proposons-nous maintenant d'intégrer les équations simultanées

y= 4L? + ^^ + lÇ + X,

g==a|+31Vy,+ ^f +Y,

g = ^Ç + ^y, +5C<+ Z,

fix, dAn, et de Ph. M. «O



( 74 )

4^, Siïbj Sf^,^y^^ ^ désignant des coefficients constants , et

X, Y, Z,

des fonctions de la variable indépendante t. Si l'on suppose d'abord ces

fonctions nulles, les équations données se réduiront aux suivantes

(L-D,0? + ^^ + tC = o,

^j + {Dïu — B;)y)+ ^^= o,

^J + ^y? + (^— Dt')^== o.

En éliminant ^, y], ^ entre ces dernières, et opérant comme si D, était

une quantité véritable, on obtiendra une équation résultante

dont le premier membre V pourra être censé déterminé par la formule

Soit S ce que devient la valeur précédente de y quand on y remplace D,

par s , en sorte qu'on ait

et posons

si l'on veut déterminer les variables principales

?. >^, c.

de manière qu'elles vérifient, quel que soit t^ les équations données, et

pour ^= o , les conditions

il suffira de remplacer, dans les équations données, les dérivées du second

ordre

par les différences

puis de résoudre par rapport à

et en opérant comme si D, était une quantité véritable, les nouvelles

équations formées comme on vient de le dire, savoir,
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( d: — O? — ^n — ^? = (*' + «!><) ^®'

_A^+(Dr — 31^)»— «C = (€' + êD.)V©,

— ?,?—«« +(D? - 3^X= (y' + >D,)v©.

On trouvera de cette manière

g = [(D^_3Tb)(Dï _3t)— «'](a' + aD,)©

+ [^(D? — X) + «^] (€' + eD,)0

+ [^(D? — OU-) + a«] (y + yD.)@,

etc.

,

et, en posant, pour abréger,

|:=(D^3ro)(D:—x)-«',i«=(D?-3ï>)(D;-j:)-^%t)I=(D.-4L)(D?-Oii)_^%

on aura simplement

g = [(«' + «D,)f + 1^' + €D.)m + (>' + >D,) ©]©,

>, = [(a' + aT>.)% + (€' + êD,)J«4- (y + >D,)|I]©,

ç = [(«' + aD.)©+ (ê' + €D.)p + (y + >D.)tir]®.

Si maintenant les fonctions de t désignées par

X, Y, Z,

cessent d'être nulles, et si l'on nomme

ce que deviennent ces fonctions quand on y remplace la variable indépen-

dante t par la variable auxiliaire r , alors pour obtenir les valeurs gé-

nérales de

il suffira d'ajouter celles qu'on vient de trouver à celles que déterminent

les formules

„ = J^(xm + ÏÏM+ ^f)^dT,

la valeur de S étant

lO.
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(f
IV. Intégration d'un systhme adéquations tinéaires , aux différences partielles , et à

coefficients constants y d'un ordre quelconque, le second membre de chaque équation

pouvant être ou zéro, ou unefonction des variables indépendantes.

Soit donné un système d'équations aux différences partielles entre

plusieurs variables principales

et plusieurs variables indépendantes

que, pour fixer les idées, nous réduirons à quatre, les trois premières

jf, jr, z pouvant représenter trois coordonnées, et la quatrième ^dési-

gnant le temps. Supposons d'ailleurs que les premiers membres de ces

équations soient des fonctions linéaires, à coefficients constants, des va-

riables principales et de leurs dérivées , l'ordre des dérivées relatives à t

pouvant s'élever jusqu'au nombre vl pour la variable principale ^ ,
jusqu'au

nombre n" pour la variable principale >i
,
jusqu'au nombre rf pour la

variable principale Ç",. . . Faisons, pour abréger,

(l) 72 = 7z' + w" + v!'' +
Enfin nommons

etc..

(P(„.^.) (x, y, z), Xin"^.){oc , jr, z), 4k'-x)(^, j, z), . .

.

les valeurs initiales des variables principales

?, V!, Ç, ...

et de leurs dérivées d'ordres inférieurs à l'un des nombres

n!, n'', n'\ ... ;

en sorte que ces variables soient assujéties à vérifier, quel que soit t^ les

équations données aux différences partielles, et pour ^ = o, les condi-

tions

!Ç
=(p(x, j, z), vi = X(x,jK, z), Ç = -vK^r, y, 2),...

D,Ç =<p,{x,jr, z), D,vi = xSoc,X^ ^)y ^^^ = 4»(«^»jr, s),...

etc..



( 77 )

Pour ramener Tintégration des équations proposées à Tintégration d un

système d^équations linéaires et à coefficients constants , il suffira de re-

courir à la formule connue

de laquelle on tire, en remplaçant successivement ^{x) par ^{a:,j)
et par ^{x^j, z)

M.,^)=////.K-^)-^-«»/-MA,^) ,^ ^^

(4) M-,J, ^)= //////eW-'^'^-'"+'<'-')^'/=^^(A, ^, '-^^^^

,

puis en écrivant fsr{x^jj z, ^) au lieu de ^(x, jr, z),

(5) ^(*,j,z,«)=//////e^"('-*'+"-'"+«(-'«^'=^^(A,^,.,<)^"^^^

,

les intégrations étant effectuées entre les limites

00
, +00

de chacune des variables auxiliaires

A, ^, V, u, V, w.

En effet, chacune des équations données sera de la forme

(6) R = '^(^, jr, z, t),

R désignant une fonction linéaire, et à coefficients constants, des variables

principales

et de leurs dérivées prises par rapport à une ou plusieurs des variables

indépendantes. D'autre part, en désignant par

/ g, h,

des nombres entiers quelconques, et posant, pour abréger,

(7) M = UV/— I, ^ = y\/^i, W=Wy/_i,
on tirera généralement de la formule (4)

(8) D/D;D.^^(^,jr, 2) =
//////^"^^"'^^'^'''''^^'^'^'^'^ "^^ "^^ '^ (^- ^' ^)^^ ^'

Cela posé , si Ton nomme

^, >i, c, ...
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ce que deviennent les variables principales

considérées comme fonctions de .r, y, jz, t^ quand ou y remplace

par

A, yW, y;

si, de plus, après avoir exprimé R à l'aide des caractéristiques

D,,D„D,,D,,

on appelle «^ ce que devient R, quand on remplace

^, y\, ^,.. . par f, », Ç, . . .

et les puissances entières des caractéristiques

D,, D,, D.,

par les puissances semblables des facteurs

u(a:--x)-f-K^—/')+w(2— v) (T, dxdn dfAds dvdw

on aura évidemment

fo) ^ = /////>: .. .. .. -

et par suite l'équation (6) pourra être présentée sous la forme

«(a:-x)-f-(^(r—/.)H-w(^—v) dxdv df^dy dvdw

( ' ^^ Jfffff^^~ ^^^' ^' '' ^)^
^' = O.

27r 27r 2;r

Or, pour que la formule (lo) soit vérifiée, il suffira que l'on ait

^-^<îjr(A, yw, V, ^)=:o, ou, ce qui revient au même,

(il) a = 'ar(A, ju, V, t),

et cette dernière formule n'est autre chose qu'une équation différentielle

linéaire à coefficients constants entre les inconnues

g, >?, f,...

considérées comme variables principales, et t considéré comme variable

indépendante. Ce n'est pas tout : pour que les conditions (a) soient véri-

fiées, il suffira, en vertu de la formule (4), que l'on ait pour ^ = o,

1= ^(A, //^, v), y\-=X (A, IX, v), l=-^ (A,ju,v),...

(12) l
^^î=^^i^^ /^' 0» A>i=%i(A, JU, v), D,^=^|.,(A, /.c,;^),...

etc. . .

.

D/->f==(p„'«i(A,^,v),D/-^^=r:X„._.(A,^.,0,D,"'"-f==4„'.^,(A,;U,v)....



( 79 )

Donc en définitive ,
pour que les variables principales

?, >», ^
possèdent la double propriété de vérifier, quel que soit^, les équations

données, et, pour t=:o, les conditions (2), il suffira que les variables

principales auxiliaires

?, >!, C;...

possèdent la double propriété de vérifier
,
quel que soit t , un système

d'équations différentielles semblables à la formule (11), et, pour ^= 0,

les conditions (12). On pourra donc énoncer la proposition suivante.

P"* Théorème. Les variables principales

assujéties i" à vérifiier
,
quel que soit t, un système d'équations linéaires,

aux différences partielles, et à coefficients constants, ces équations pou-

vant offrir pour seconds membres ou zéro , ou des fonctions connues

des variables indépendantes

2** à vérifier pour it= o, les conditions (2), seront, dans tous les cas,

immédiatement déterminées par les formules

y f f f f f f [«(^—>^)+v(r—/u)-f-w(2—t)] y ~i ^ dxdv ducdy dvciw

(,3j

• [u(a—x)+vCr—^)+w(2—r)]\/~T- dxdu di»d\ dvdw

2îr '2.7F 17P

dxdv df^ds' dvdw

etc.

pourvu que l'on effectue les intégrations entre les limites

de chacune des variables auxiliaires

A, yw, V, u, V, w;

et que l'on désigne par

de nouvelles variables principales assujéties, 1" à vérifier, quel que soit f,

certaines équations différentielles, qui seront nommées les équations

auxiliaires , 2° à vérifier pour ^= 0, les conditions (12). D'ailleurs, pour

obtenir les équations différentielles auxiliaires, il suffira d'exprimer les
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dérivées de ^, », C»- • • ^^^ renferment les premiers membres des équa-

tions linéaires données, à l'aide des caractéristiques

D„ D„ D., D,,

puis de remplacer dans ces premiers membres

^, y\, Ç,... par f, ^, Ç,...

et

D„ D,, D„
par

ou, ce qui revient au même, par

U \/ I , V V— I ? w \/ I
,

enfin de remplacer dans les seconds membres

œ,j, z par A, /u, v.

Considérons en particulier le cas où j dans les équations linéaires don-

nées, les dérivées de ^,», ^,. . . relatives à ^, se réduiraient aux dérivées

du premier ordre

et se trouveraient simplement multipliées par des coefficients constants

,

indépendants de
D,, D,, D,.

Alors les conditions (2) ,
qui devront être vérifiées pour if= o , se rédui-

ront à

^ = <p(^, jr, z), n = xi^fl, z), ^ = 4(^> y^ ^)^"'

et les équations auxiliaires seront des équations différentielles du premier

ordre, linéaires et à coefficients constants, auxquelles devront satisfaire

les nouvelles variables principales

assujéties en outre à vérifier, pour ^= 0, les conditions

f = <P(^, f^, v), » = %(A, /A, 1^), ^ = 4(A, ^, v) ...'

Or, si l'on suppose d'abord que les seconds membres des équations

linéaires données s'évanouissent, on pourra en dire autant des seconds

membres des équations auxiliaires; et, d'après ce qu'on a vu dans le

§ r% les valeurs générales de f , » , . . . seront de la forme
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I
= [Ç)(A, ^, p)g + x(A, f^, p)M +••]©,

(i4)
{ « = [?(A, ^, r)|ii + ^(A, f^, v) m +...]©.

etc.,

© désignant la fonc tion principale , et

f, M,... H, <m,...

des fonctions entières de la caractéristique D^. D'ailleurs, pour obtenir la

fonction principale relative aux équations auxiliaires, on devra, i^ expri-

mer, dans les équations linéaires données, les diverses dérivées de Ç, >i
, Ç ,...

à Taide des caractéristiques D,, Dy, D, , D,; 2® éliminer ^, », Ç,...

entre ces équations, comme si

D„ D„ D., D,,

désignaient des quantités véritables; 3* remplacer, dans le premier membre
V de l'équation résultante

(i5) V=o,
les caractéristiques D,, D^, D. par u, v,w^ ce qui réduira V à une fonc-

tion de la seule caractéristique D,, puis choisir de manière à vérifier

quel que soit ^, l'équation différentielle

V0 = o,

et, pour i= o, les conditions

= 0, D,0= o,... Dr'0 = o, D;"^0=i.

Si l'on nomme S ce que devient le premier membre V de l'équation (i 5),

quand on y remplace non-seulement

D;e, D^, D, par w, v, tv,

mais encore D, par s,

(16) 3=
sera ce que nous appelons Véquation caractéristique; et la valeur de la

fonction principale sera

(.7) ®= <^((i))'.

si l'on a choisi la fonction V de manière que le coefficient de D,* s'y ré-

duise à l'unité. Cela posé, pour obtenir les valeurs générales de

c'est-à-dire pour obtenir les formules (i4)? il suffira, en vertu des prin-

cipes établis dans le § I", de remplacer dans les équations différentielles

Ex. dAn. et de Ph. M. 1

1
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auxiliaires, les variables

par les différences

V étant considéré comme une fonction de

puis de résoudre par rapport à

?> »,• • •

les nouvelles équations ainsi formées en opérant comme si D, était une

quantité véritable.

Concevons maintenant que, dans les équations (i3), présentées sous

les formes

etc.,

on substitue les valeurs de f, >î,... tirées des formules (i 4) et (17)-

savoir,

I =<Î:[(P(A,/., v)f + X(A,^, Oi» + .-.]p-y

('^^
^ -, =l[<p{X,^,v)^ + %(A,^,0<iïl +-"]^y

etc..

Supposons d'ailleurs qu'à chaque forme particulière d'une fonction

^(x, j, z)

des trois coordonnées

on fasse correspondre une fonction de ûc
, y, z, ^, désignée par la seule

lettre ^ et déterminée par la formule

. . c C r C r r C <.«(^—xH-('(^—/^)+w(2—7)+^ ^ ^ dxd\2 duds dvdw
(21) -^ = cLJjjjjj -^^^^

-^(A, f^,v)—~—.
Enfin nommons

les fonctions de x, ^, z, t, dans lesquelles «zy se transforme, quand on

y remplace '^^(A, />&, î') par
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de sortie qu'on ait

^ -^JJJJJJ p) ^(^'^'^)i;r^-^'

etc..

et désignons par

L, M..., P, Q, ...

ee que deviennent

s, M,... I»,®,...
quand on y remplace

par les caractéristiques

D,, D,, D..

Les valeurs de ^, », . . . fournies par les équations (i8) et (20) pourront

évidemment s'écrire comme il suit

(22) j >i =P(p + QX +...,
' etc. .

.

En d'autres termes , on aura

(23) j
>j = VfP + ^X +

\ etc.;

pourvu que l'on transforme les fonctions de m, v, w, D,, désignées par

f , JM,... f, ©,...

en fonctions des caractéristiques

D,, D,, D., A,

en y remplaçant u, i^, w par D, , D^, D,. D'ailleurs, pour déduire les

formules (aS) des formules (i4)> il suffit de remplacer dans les formu-

les (!4)î les variables auxiliaires

? > ^ ? • • ?•
,

par les variables principales

et les produits

0(p(A, /u, v), e%(A, yu, v),...

u..

• • • 1

. . . ,
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par les fonctions

Donc, puisqu'on arrive directement aux formules (^4)? quand on résout

par rapport aux variables auxiliaires ^, »,, . . non pas les équations diffé-

rentielles auxiliaires, mais celles qu'on en déduit en remplaçant

par les différences

et considérant v comme une fonction de

w, p, tv, D,;

on pourra encore arriver directement aux formules (22) ou (a3), en ré-

solvant par rapport aux variables principales

non pas les équations linéaires données, mais celles qu'on en déduit en

remplaçant
D,^, D,v),....

par les différences

D»? — V^, D,>i — v%,...

et considérant v comme une fonction de

D,, D,, D., D,

Dans l'un et l'autre cas on devra opérer comme si les notations D, et D,,

D^, D, étaient employées pour désigner de simples quantités, sauf à

regarder, dans les équations définitives (i4) ou (sS), chacune de ces

notations comme indiquant une différentiation relative à l'une des

variables indépendantes t^ x,j^z.

Si, comme nous l'avons supposé, la fonction de D,, D,,, D,, D,, dé-

signée par Vî est tellement choisie que, dans cette fonction, le coefficient,

de D^, c'est-à-dire de la plus haute puissance de D, , se réduise à l'unité

alors la fonction de «, ç^, w, ^, désignée par §, étant développée suivant

les puissances descendantes de s , offrira pour premier terme s"". On aura

donc, 1° pour m<Cn — i

,

2^ pour ?n= n— 1

,



(85)

en conséquence la fonction de .r, _y, r, ^, désignée par ^zb*, et déterminée

par la formule (21), vérifiera, quelque soit ^, l'équation aux différences

partielles

(24) V^ = 0,

et pour ^= 0, les conditions

(25)'Sr=o, D,'^=o, DJ-tzrsïsi,... Dr''Sr= o, D;-'^ = «zir (:c, 7 , r).

Cela posé, il suffira de résumer ce qui a été dit ci-dessus pour établir la

proposition suivante.

2' Théorème. Soient données entre n variables principales

et les variables indépendantes

n équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants,

c'est-à-dire n équations dont les premiers membres soient des fonctions

linéaires des variables principales et de leurs dérivées, les seconds mem-
bres étant nuls. Supposons d'ailleurs que, parrtii les dérivées relatives

au temps, celles du premier ordre, savoir

soient les seules qui entrent dans les premiers membres des équations

données , et s'y trouvent multipliées par des facteurs constants, sans y être

soumises à aucune différentiation nouvelle relative aux variables .x,/, z.

Nommons
^{x, y, 2), X(x, jr, 2;),...

les valeurs initiales des variables principales Ç, »,..., ces variables étant

assujéties à vérifier pour une valeur nulle de t^ les conditions

g = (p{x, j, z), >i = ySoc, J, Z). .

.

Soient encore

V = o

l'équation en D,, Dy, D., D,, résultant de l'élimination de f , yi,(,. . .

entre les équations données ;
et

S = o

l'équation caractéristique en laquelle se transforme la précédente quand

on y remplace
D„ D,, D., D,,
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par

la fonction v qui sera du degré n par rapport à D,, étant d'ailleurs choi-

sie de manière que , dans cette fonction , le coefficient de D," se réduise

à l'nnité. Enfin,

^(oc, j, z)

étant Tune quelconque des fonctions initiales

désignons par tar une fonction de oc, j^ z, t, déterminée par la for-

mule (21), par conséquent assujétie, i** à vérifier, quel que soit t^ l'équa-

tion aux différences partielles

V^ = 0;

2^ à vérifier, pour une valeur nulle de t , les conditions

<zjr = o , D.'îzr= o , D^'^ar = o , B,"^^^= 0, D,"'"*'Z9*= fsr(x ,j, z),

et nommons
^, Xr ...

ce que devient <ir, quand on réduit ^(jc, j-, z) à

Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir les

conditions requises, il suffira d'y remplacer les dérivées

par les différences

D,^ — v^, D,>i — VX, ...

puis de résoudre par rapport à ^ , >i , . . . les nouvelles équations ainsi

obtenues, en opérant comme si D,, Dy, D,, D„ étaient de véritables quan-

tités. ^ , v; :

En raisonnant toujours de la même manière, et ayant égard aux

principes développés dans le § III, on établira encore la proposition

suivante :

3* Théorème, — Soient données entre plusieurs variables [)rinci-

cipales

Ç, îi, Cl •••

et les variables indépendantes
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des équations linéaires aux différences partielles , et à coefBcients cons-

tants, en nombre égal à celui des variables principales. Concevons d'ail-

leurs que Tordre des dérivées de ^, >î,. . . relatives à t, puisse s'élever

jusqu'à 71 pour la variable principale ^, jusqu'à 7i" pour la variable prin-

cipale >?,..., les coefficients de

Dr'f, Dr>î,....

étant indépendants de D,, D^, D,, et se réduisant en conséquence à des
quantités constantes. Faisons

n = n' -{- n'' + ...

et supposons les variables principales

assujéties non-seulement à vérifier, quel que soit t^ les équations linéaires

données , mais aussi à vérifier, pour ^ = o , les conditions

g = (p(^, j, z), D,? = (p/x, j, 2),... J);'-^ = (p,,_,{x j, z)',

etc. .

.

Soient encore

V = o

l'équation en D,, D^, D,, D,, résultant de l'élimination de g, », ...

entre les équations données ; et

S = o

l'équation caractéristique en laquelle se transforme la précédente quand

on y remplace
D., D„ D., D,,

par
M, P, W, S',

la Ibnction v, qui est du degré 71 par rapport à D, , étant choisie de ma-

nière que, dans cette fonction, le coefficient de D" se réduise à l'unité.

Enfin, supposons la fonction ^ définie, comme dans le deuxième théo-

rème, par conséquent déterminée par la formule (21), et nommons

(P, (P,,
... (Pn'^^r

/C5 X/ 7 • • • Xn"— I ?

etc. .

.
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e« que devient «ar quand on réduit fi»{x^ y^ z) à l'une des fonctions ini-

tiales

(p{x,j, z), <P;(^,jr, z),.... cp„.-.(x, j, z),

%(«^. J. 2-)? %/(^^ Jy ^)^ Xn"-.{x, j, z),

etc. .

.

Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir toutes

les conditions requises, il suffira d'y remplacer les dérivées

D,e, D,*?, D/ g;

J),y\, D:*», D,'* >i,

etc. .

.

par les différences

etc. ..,

puis de résoudre par rapport à ^, »,,... les nouvelles équations ainsi ob-

tenues , en opérant comme si

D,, D„ D,, D,,

étaient de véritables quantités.

Les deux théorèmes qui précèdent offrent cela de remarquable, qu'ils

font dépendre l'intégration d'un système quelconque d'équations linéaires,

aux différences partielles , et à coefficients constants de l'évaluation de la

seule fonction ^. Lorsque les variables indépendantes

x,j, z, t,

sont au nombre de quatre, savoir trois coordonnées et le temps, la fonc-

tion <jr, déterminée par l'équation (21), se trouve représentée en consé-

quence par une intégrale définie sextuple, et la valeur initiale de

désignée par f^r(x, j, 2), peut être une fonction quelconque des coor-

données x^j, z. Si au contraire les variables indépendantes se réduisaient

à une seule t, la valeur initiale de D,"""''Zêr se réduirait à une constante,

et l'on pourrait faire dépendre l'intégration des équations différentielles

données de l'évaluation de 'sr, en supposant même que dans cette éva-

luation l'on attribuât à la constante une valeur particulière
,
par exemple,

la valeur i , ce qui reviendrait à prendre pour <3r la fonction principale 0.
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Cela posé, en généralisant la définition que nous avons donnée de la

Jonction principale ^ on pourra désigner sous ce nom, pour un système

d'équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants,

la fonction fsr déterminée par la formule (21). La fonction principale étant

ainsi définie, on pourra dire que les théorèmes 2 et 3 ramènent l'inté-

gration d'un système quelconque d'équations linéaires, et à coefficients

constants, à l'évaluation de l'intégrale définie qui représente la fonction

principale.

Au reste, il est bon d'observer d'une part, que le 2'' théorème peut

être établi directement, comme la proposition analogue énoncée dans

le § V\ et relative à un système d'équations différentielles ; d'autre

part, que le troisième théorème se déduit immédiatement du second,

par des raisonnements semblables à ceux dont nous nous sommes servi

<lans le § III.

Les théorèmes 'i et 3 supposent que les seconds membres des équa-

tions linéaires données se réduisent à zéro. Si ces seconds membres de-

venaient fonctions des variables indépendantes ^, J, z^ t, on pourrait

appliquer à la détermination des valeurs générales de ^, >i,... ou le

théorème 1®% ou la proposition suivante que l'on déduit de ce théorème

combiné avec les principes établis dans le troisième paragraphe.

4* Théorème. Soient données entre plusieurs variables principales

?, >!,•••

et les variables indépendantes

^9 y •) ^j ^)

des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients cons-

tants, en nombre égal à celui des variables principales. Supposons d'ail-

leurs que, dans les premiers membres de ces équations, les dérivées des

ordres les plus élevés par rapport à t soient respectivement

D/Ç pour la variable principale ^,

D,"'» pour la variable principale », etc.;, .

.

les coefficients de ces dérivées se réduisant à des quantités constantes, et

les seconds membres des équations données pouvant être des fonctions

quelconques des variables indépendantes. Enfin supposons que les valeurs

initiales de

etc. ,. .

.

Ex. d'An et de Ph. M, ^2



( 9« )

doivent se réduire, pour ^= o, à des fonctions connues de x, y, z.

Pour intégrer sous cette condition les équations linéaires données, on

déterminera d'abord à l'aide du second théorème , les valeurs générales

de ^, »,. . . correspondantes au cas où les seconds membres des équations

données s'évanouiraient; puis à ces valeurs on ajoutera celles qui auraient

la propriété de vérifier, quel que soit t, les équations données, et de

vérifier pour / =: o , les conditions

g = o, AI = o, D/-I == o,

>] = o, DjH = o, D/— 1)1 = o,

etc. . .

.

Ces dernières valeurs de Ç, »,... seront d'ailleurs de la forme

g = JJ
Sdr, » = fndr,.,.

S, H,. . . étant des fonctions de

et de la variable auxiliaire r, déterminées par la règle suivante.

Soient

X, Y,...

des fonctions de x, y^ 2, f, propres à représenter les valeurs de

D,"'e, D,"%,...

qui vérifient les équations données quand on y remplace

par zéro. Soient encore

ce que deviennent

X, Y,...

quand on y remplace la variable indépendante ^par la variable auxiliaire r«

Pour obtenir les valeurs générales de

H, H,...

il suffira de réduire à zéro les seconds membres des équations données, et

de chercher ce que deviendront alors les valeurs de

fournies par le troisième théorème
,
quand on y remplacera

t par t — T,
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et les valeurs initiales de

?, D4,. . . D."'-^^, D,"'- g; „, D.r,,. . . D,"'-'.,, D/-», etc. .

.

par

o, o,... o, 5G, o, o,... o, ÏÏ; etc..

Jusqu'à présent nous avons supposé que le premier membre V de l'équa-

tion produite par l'élimination de ^, >î,.... entre les équations don-

nées dans le cas où l'on remplace leurs seconds membres par zéro, était

une fonction entière de D^, D^, D^, D,, dans laquelle on pouvait ré-

duire le coefficient de D," à l'unité. Cette réduction est en effet possible dans

l'hypothèse que nous avions admise, savoir, lorsque, dans les équations

données, les dérivées des ordres les plus élevés par rapport k t, se trou-

vent multipliées par des quantités constantes, sans être soumises à des

différentiations relatives aux variables x, j", z. Considérons maintenant

le cas général où cette réduction ne pourrait s'effectuer sans que y ces-

sât d'être une fonction entière de D,, Dy, D,, et désignons par R la

fonction de cette espèce qui représente généralement le coefficient de D^,

dans le développement de y- Si l'on nomme ^, S, ce que deviennent

K, V ?
quand on y remplace D^, D^ , D,, D,, par u, p, w^ s; si d'ailleurs

on continue de nommer Jonction principale y une fonction <2sr âejc^y, z, t,

définie par l'équation (21), on trouvera dans le cas général, 1° pour

m <C n — I
,

9." pour m=n— i

,

ou, ce qui revient au même,

l
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sera fonction de u, p, w, et l'intégrale sextuple, comprise dans le second

membre de la formule (21), ne sera plus généralement une intégrale com-

plètement déterminée , attendu, par exemple
,
que la fonction sous le

signe f deviendra infinie pour les valeurs de m, ^, ^y qui vérifieraient

lequation SKI = o. Mais on tirera de la formule (21),

(.7) R^= ljjjjjje ^(A,^,.) ^^_^ __
,

et cette dernière sera propre à fournir une valeur complètement déter-

minée de la fonction R-têr. Si , après avoir calculé la fonction U à l'aide de

l'équation

(a8) n=l.JjJJJJ e ^(A, «,,)____ —,
on pose généralement

(29) K^ = U,

on pourra prendre, pour valeur générale de la fonction principale ^zér,

l'une quekonque de celles qui vérifieront la formule (29). A chacune d'elles

correspondra un système de valeurs de

que l'on pourra obtenir à l'aide du théorème 2, 3 ou 4 > ^t qui vérifiera

toutes les conditions énoncées dans ces mêmes théorèmes.

Pour montrer une application des principes que nous venons d'exposer,

concevons qu'il s'agisse d'intégrer les équations simultanées

d'P ,
df} d'vi dp

dxdt "^ dj ' djdt dx

OU, ce qui revient au même, les équations

D,D,f + D^>i = o, D,D,>i — D4 = o,

de manière que l'on ait, pour t == o,

^ = (p (^,jr), y\ = X {oc,j).

On trouvera , dans ce cas

,

V = D.Dy [^t' +0, S = u^ {s^ + i),

n == D;^D^ x= wi^;

par suite, la fonction principale '^, assujétie, 1° à vérifier, quel que soit^,,

l'équation

D,D,(D,'' +1)^ = 0;

2" à vérifier pour ^ = o, les conditions

^ = o, D^D^ç'zr = nsr {oc, y),
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sera définie par la formule

u(x—\)'^v[y—fx)-^st

JJJJ "^'^(•^+0) ^ '
'^^

27r 27r

= sin t ffff
eC" ('-)+ ^ (^-^ )] t/~^(A

, ^^)^ 1^ ,

qui n'en déterminera pas complètement la valeur, et pourra être l'une

quelconque de celles qui, s'évanouissantavec ^, vérifient l'équation

= sin^ 'TÂT (jOyj-),

Soient pareillement (p, %, deux fonctions de oc,j, t, qui, s'évanouissant

avec ty vérifient les équations

D,Dy(p = sin ^ (p(x, j), D^DyX = sin tx{x, j).

Les valeurs générales de Ç, », que l'on déduira des formules

en opérant comme si D^, D^, D,, y? désignaient de véritables quantités,

seront

g = D/D,D,(p ^ D,x)r >i = I>x(DrI>i% + D,(p),

ou , ce qui revient au même,

g = cos/ (p(^, jr) — sinjî BJx{x, j)dx — X(7, /),

» = cos/ x(^, jr) + sin/ jy^f(p{x, j)dj + €>(x, /),

les intégrations relatives aux variables x
, j, étant effectuées à partir de

valeurs déterminées de ces variables, par exemple, à partir de

X
^ I = ^>

et <!>(x, /), X(j, /), désignant deux fonctions arbitraires de x, t ou de

r, /, assujéties à la seule condition de s'évanouir pour une valeur nulle

de /. Il est d'ailleurs facile de s'assurer que les valeurs précédentes de ^, >?,

vérifient les deux équations données aux différences partielles , et se ré-

duisent respectivement à

quand on y pose / = o.
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§ V. application des principes exposés dans le paragraphe précédent à Vintégration

des équations qui représentent les mouvements infiniment petits de divers points

matériels.

Lorsque l'on recherche les lois des mouvements infiniment petits de

divers points matériels dont le nombre est limité ou illimité, les équa-

tions différentielles ou aux différences partielles que fournissent les prin-

cipes de la mécanique ne contiennent généralement d'autres dérivées re-

latives au temps que des dérivées du second ordre, dont les coefficients

se réduisent à l'unité. Il est donc utile d'appliquer en particulier les théo-

rèmes 3^ et 4' du paragraphe précédent, au cas où l'on aurait

n' == n!' = n'" = . . . = 2.

Si dans ce cas on désigne par 7z, non plus la somme

n' + n!' + n'" + . . .

,

mais le nombre des variables principales

on obtiendra, au lieu du 3^ théorème du § IV, la proposition suivante.

Théorème. Soient données entre n variables principales

et les variables indépendantes

n équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants,

qui renferment avec les variables principales et leurs dérivées de divers

ordres obtenues par des différenciations relatives aux coordonnées œ^j^z,

les dérivées du second ordre relatives au temps t , savoir,

D,»e. A*>i^ A^C, ..•

les coefficients de ces dernières dérivées étant égaux à l'unité. Supposons

d'ailleurs les variables principales ^, », C>' • • assujéties non-seulement à

vérifier, quel que soit t^ les équations données, mais aussi à vérifier,

pour ^= o, les conditions

i ^ = (p(œ,j,z), yi = X(^,J,z), Ç = 4(^,jr,z),

CO
I D,?= <J>(x,j,z), D,» = X(.r,7,z), D.Ç=^(^,jr,z)

Soient encore

(2) V = o
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réquation en D^,, D^, D^, D,, résultant de l'élimination de ^, >î, Ç,. . .

entre les équations données, et

(3) s = o

l'équation caractéristique en laquelle se transforme la précédente, quand

on y remplace les notations

D,, D„ D,, d;,

par

u = V v/

—

I, ^ = V v/— 1, w= \v v^

—

I, ^;

la fonction V étant du degré in par rapport à D,,et choisie de manière

que le coefficient de D,^" se réduise à l'unité. Enfin soit

^{jc, j, z)

l'une quelconque des fonctions

Nommons ftsr la fonction principale déterminée par la formule

//\ r r°° r°^ r°^ r^ r°^ r^ ux+Kr^-vv^j^ dxdvdfcdyd^dsf

(4) -=oJ_^^j^J _J^_J^J^J ((,))
-^'^^>^^-^-^^>

par conséquent une fonction assujétie, i° à vérifier, quelque soit t^ l'équa-

tion aux différences partielles

(5) V^ = o;

2® à vérifier, pour t z=o, les conditions

(6) ^=o , Di'tJT = o , J)*^= o , . . . D,*"-*<22r = o, De"-''2êr=:'Zêr (x,j', z) ;;

et désignons par

ce que devient ^ quand on réduit <w(x^j, z) à l'une des fonctions

Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir toutes

les conditions requises, il suffira d'y remplacer les dérivées du second

ordre

par les différences

puis de résoudre par rapport à
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les nouvelles équations ainsi obtenues , en opérant comme si les nota-

tions

D,, D„ D,, D„

désignaient des quantités véritables.

Applications, Les équations qui représentent les mouvements infini-

ment petits d'un système homogène de molécules sont de la forme

(L — D,»)g + R>H-QÇ = o,

R^4. (M — D,>4-PC = o,

QI+ P» + (N — D,»X = o,

^j », Ç étant les déplacements d'une molécule mesurés parallèlement aux

axes coordonnés, et les lettres

L, M, N, P, Q, R,

désignant des fonctions entières des caractéristiques

Or concevons que l'on veuille intégrer ces éqiiations de manière à vérifier,

pour ^ = o, les six conditions

par conséquent, en supposant connues les valeurs initiales des déplace-

ments et des vitesses de chaque molécule suivant des directions parallèles

aux axes desx,/, z. En appliquant le théorème ci-dessus énoncé à la re-

cherche des valeurs générales de Ç, », ^, et nommant

4L, 31L, ^, ^, ^, ^,
ce que deviennent

L, M, N, P, Q, R,
quand on y remplace

D^, Dy, D, par w, ^, w^
on trouvera

S s=(^» —^) (^^—31L) (f
—.Dî,)— (^(f— ^)—^(:9'— 31L>—^»(^»—-X)—'^<

Gela posé , soient

la fonction principale, déterminée par l'équation (4), et

ç>, %, 4, o, X, «SF^,
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ce que devient cette fonction principale

,
quand on remplace

par Tune des fonctions initiales

<P(^,J,^), Xi^iJ^z), 4(*^»J.^)» ^(-3^,7, 2) > X(a7,j,z), •Sk(x,j,2).

Pour intégrer les équations données, de manière à remplir toutes les

conditions requises, il suffira de résoudre par rapport à

^1 >i, ?î

ces équations présentées sous les formes

(D/ - L)g - R, - QÇ = V(<ï> + A(p),

— Rg+ (D/— M)>î — PC = V(X+ D,%),

-QÇ-P» +(D,^~NX = V(^+D4),

en opérant comme si D,, Dy, D,, D, étaient de véritables quantités. Alors,

en posant pour abréger,

f=(D,*~M)(D,»^N)-P%i«=(D,*-N)(D,*-L)-Q%ll=:=(A--L)(D.*-M)-R%

|I=P (D,' - L) +QR, eut= Q(D/ - M)+ RP, m^R(D,*--N)+PQ

,

on trouvera

ç = D. {$(p+ %x+ ^+) + (f^ + mx+ m<ir),

ç=:D,(©(p+ fx+^-i^) + (^^+ fx+ mn
Telles sont effectivement, sous leur forme la plus simple, les équations

des mouvements infiniment petits d'un système homogène de molécules

sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.

Considérons maintenant deux systèmes de molécules qui se pénètrent

mutuellement. Les équations de leurs mouvements infiniment petits seront

de la forme

(L-D,')^ + R. + QÇ + L,?, + R,i. +Q,C, = o,

RH-(M — D.-)„ + P?+ R;?,+ M,),, +P,Ç, = o,

Q?+ P» 4-(N _D.')C+Q,?,+ P,^+N,Ç,= o,

,LÇ+ ,Ri +,QC + ( L„ -D,«}?,+ R,,», +Q„C = o,

M+ ,M>i + ,PÎ + R„? + (M„ - D,')», +P„C = o,

,Q5+ .P" + ,N^ + Q,M + P."/+ (
N„ - D.')?/ = o

.

?, ", Ç, ou f,,i),, Ç,, étant les déplacements d'une molécule du premier

£x. d'An, et de Ph. M. i3
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OU du second système mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et

les lettres

L, M, N, P, Q, R, L,, M^,etc.,

indiquant des fonctions entières des caractéristiques

D,, D,, D,.

Or supposons que les coefficients des différents termes proportionnels à

Da;, T>yy D, ou à leurs puissances soient, dans ces mêmes fonctions, re-

gardés comme constants, ce qu'on peut admettre, au moins dans une

première approximation , lorsque chaque système de molécule est homo-
gène , et que le rayon de la sphère d'activité d'une molécule est très petit.

Concevons d'ailleurs que l'on veuille intégrer les six équations données, dont

chacune est du second ordre , de manière à vérifier
,
pour ^= o , les douze

conditions

D,g = <I>(^,j,z), D,>i=X(x,jr,2), D,Ç = '^(^,j,2),

par conséquent, en supposant connues les valeurs initiales des déplace-

ments et des vitesses de chaque molécule, suivant des directions parallèles

aux axes des x^ 7, z. En appliquant le théorème ci-dessus énoncé à la

recherche des valeurs générales de

?» >î) ç? ?/» >î.j Zii

et nommant

^, Jlb, X, ^, ^, ^, 4L,,^„ etc.,... ^,p a,„

ce que deviennent

L, M, N, P, Q, R, L,, M,, etc.,...Q,,, R,^,

quand ou y remplace

D-p, D^, D, par w, (^, tv,

on trouvera

V=(D.---L) (D/-M) (A*—N) (D,'-LJ (D,'-MJ (D,»-NJ- etc . .

.

8 = (^»_0 {s^-0^ {s^—^) (^--O (^•-^J (^'-Xj— etc..

Gela posé, soient

la fonction principale déterminée par l'équation (4) ? et

<p, X, 4^ ?>/» X/» 4.»
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ce que devient cette fonction principale quand on remplace

par l'une des fonctions initiales

^{x,j,z), X{x,j,z), 4(^,7,z), (p(^x,y,z), x^x,j,z), 4/(^,jr,s),

<D(a:,jr,2), X(a:,7,z), -^{x.y.z), (bf^x,y,z), X^{x,j,z), -^^,(0^,7,4

Pour intégrer les équations données de manière à remplir toutes les con-

ditions requises , il suffira de résoudre par rapport à

?, >». C. ^r ^' ?/'

ces équations présentées sous les formes

(D,« _ L) ? - Ru -. QC -L,f, - R,«, - Q, C, = V (<!. + D,<p),

— R?+ (D,*—M)>, — PC —R^Ç/— M,^ - P, r, = V (X + D,%),

_Q0_P, +(D,' -N)Ç _Q^Ç,_P,.,-N, C, = V (* + D,4),

- ,L^- ,R.- ,QC + (D,- - LJ ?, _ R,.,_Q„C = V (*, + D,<p,)

,

_^R0_^M>,-,PÇ - R,,^,+ (D,»_ M>,-PX = V (X,+ D,%J,

en opérant comme si

D,, D,, D,, D,,

étaient de véritables quantités. On trouvera de cette manière

les lettres

f , m, M, I», ©, m, f„ JH,,.... ©„, n,,

indiquant des fonctions entières des caractéristiques

D„ D„ D., D„

et la forme de ces nouvelles fonctions se déduisant immédiatement de

celle des fonctions représentées par

L, M, N, P, Q, R, L„ M,,.... Q^, R,,.
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Nota. Étant donné, entre les variables principales ^, »,Ç,. . . et les

variables indépendantes x^j^ ^t t, un système d'équations linéaires

aux différences partielles , et à coefficients constants , écrites à laide des

caractéristiques D^, D^, D^, D^; si, en supposant les seconds membres
de ces équations linéaires réduits à zéro, on élimine entre elles toutes les

variables principales à l'exception d'une seule 0, ou >i, ou Ç,... on

obtiendra une équation résultante de l'une des formes

^ == o, V» = o, VÇ'= o,...

V étant une fonction entière de D, , D^, D,, D,
,
qui restera la même,

quelle que soit la variable principale conservée, et qui sera précisément

le premier membre de l'équation (r 5) du § IV. Ainsi chacune des varia-

bles principales devra vérifier, quelque soit t, une équation aux diffé-

rences partielles semblable à celle que vérifie la fonction principale ^,
c'est-à-dire de la forme V^zër = o;

et il est clair qu'on pourra en dire autant d'une fonction linéaire quel-

conque K des variables principales et de leurs dérivées, en sorte qu'on

devra encore avoir V» = o.

Si, dans les équations linéaires données, Tordre des dérivées relatives à ^

s'élève jusqu'à n' pour la variable principale ^, jusqu'à n" pour )i, jus-

qu'à n!" pour Ç , . . . la plus haute puissance de D, renfermée dans V sera

en général le nombre n déterminé par la formule

n = ri + ri' + n'" + . .

.

Toutefois, il peut arriver, dans certains cas, que l'exposant de cette plus

haute puissance de D, s'abaisse au-dessous de la somme 72'-j-w"+72'"-f- • • -5

ou bien encore que V»= o, ne soit pas l'équation aux différences par-

tielles, la plus simple à laquelle satisfasse la valeur générale de «. Dans

des cas semblables , les méthodes ci-dessus exposées ne cessent pas d'être

applicables à l'intégration des équations linéaires données. Seulement il

convient de les appliquer de manière que les valeurs générales de ^, »,

^,. . . «, se présentent sous la forme la plus simple possible. Les moyens

qui peuvent conduire à ce but seront l'objet d'un autre Mémoire.

Nous remarquerons, en finissant que, dans le cas où les seconds mem-
bres des équations linéaires données se réduisent , non pas à zéro , mais

à des fonctions des seules variables x, y, z, en demeurant indépendants

de la variable t , le quatrième théorème du § IV fournit la seconde partie

de la valeur générale de chaque variable principale sous la forme à la-

quelle on serait conduit par une règle très simple qu'a donnée M. Liou-

ville dans son Journal de Mathématiques (août ]838).



MÉMOIRE

Mouvements infiniment petits dont les équations présentent une forme
indépendante de la direction des trois axes coordonnés , supposés

rectangulaires y ou seulement de deux de ces axes.

Considérations générales.

Comme on l'a vu dans les précédents Mémoires, les mouvements infini-

ment petits, d'un ou de plusieurs systèmes de molécules, peuvent être

représentés par des équations linéaires aux différences partielles entre

trois variables principales, savoir, les déplacements d'une molécule, me-
surés parallèlement à trois axes coordonnés rectangulaires, et quatre

variables indépendantes, savoir, les coordonnées et le temps. Il y a plus:

dans ces équations, les coefficients des variables principales et de leurs

dérivées deviennent constants , lorsque l'on considère un système unique

et homogène de molécules, ou bien encore, lorsque l'on considère deux

systèmes homogènes de molécules, et que l'on s'arrête à une première

approximation. Dans l'un ou l'autre cas, les coefficients dont il s'agit, et

par conséquent la forme des équations linéaires dépendront en général

,

non-seulement de la nature du système ou des systèmes moléculaires,

mais encore de la direction des axes coordonnés. Néanmoins il n'en est

pas toujours ainsi. La constitution du système ou des systèmes de mo-

lécules donnés, peut être telle que les coefficients renfermés dans les

équations des mouvements infiniment petits ne soient pas altérés quand

on fait tourner d'une manière quelconque les trois axes coordonnés

autour de l'origine : et alors il est clair que la propagation de ces mouve-

ments devra s'effectuer en tous sens suivant les mêmes lois. C'est ce qui

arrive
,
par exemple , lorsque le son se propage dans un gaz ou dans un

liquide. C'est ce qui arrivera encore,. si l'un des systèmes de molécules

donnés étant le fluide éthéré, l'autre système compose ce que dans la

théorie de la lumière nous appelons un corps isophane. Ce n'est pas tout:

la constitution du système ou des systèmes de molécules donnés, peut

être telle que les coefficients renfermés dans les équations des mouve-

Ex. d'An. etdePh. M. ^4
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ments infiniment petits , ne soient pas altérés
,
quand , l'un des axes

coordonnés demeurant fixe, on fait tourner les deux autres autour du
premier; et alors il est clair que la propagation du mouvement devra

s'effectuer en tous sens suivant les mêmes lois, non plus autour d'un

point quelconque , mais seulement autour de tout axe parallèle à l'axe

fixe. C'est ce qui arrivera, par exemple, si, le premier système de molé-

cules étant le fluide éthéré , l'autre système compose ce qu'on nomme
^ dans k théorie de la lumière un cristal à un seul axe optique. Il est donc

^srnportattt d'examiner ce que deviendront les équations des mouvements
pnâgiimçïilj petits d'un ou de deux systèmes homogènes de molécules,
' quand elles acquerront la propriété de ne pouvoir être altérées, tandis

que l'on fera tourner les trois axes coordonnés autour de l'origine, ou

bien encore deux de ces axes autour du troisième supposé fixe. J'ai déjà

traité cette question, en considérant un seul système de molécules,

1° pour le cas où les équations sont homogènes, dans les Exercices de

Mathématiques ; 2* pour le cas général, dans un Mémoire relatif à la

Théorie de la Lumière ^ et lithographie sous la date d'août i836. Mais

d'une part ce dernier Mémoire, tiré à un petit nombre d'exemplaires,

est assez rare aujourd'hui; et d'ailleurs, en réfléchissant de nouveau sur

la même question, je suis parvenu à rendre la solution plus simple. J'ai

donc tout lieu d'espérer que les géomètres accueilleront encore avec

intérêt ce nouveau Mémoire
, qui permettra d'établir et d'exposer facile-

ment quelques-unes des théories les plus délicates de la Physique mu-

thématique.

Parmi les divers paragraphes dont le Mémoire se compose, le premier

est consacré au développement de quelques théorèmes relatifs à la trans-

formation des coordonnées rectangulaires, le second à la recherche des

conditions nécessaires pour qu'une fonction de deux ou de trois coor-

données rectangulaires, reste indépendante de la direction des axes

coordonnés; et c'est la connaissance de ces conditions qui me conduit

dans les paragraphes suivants, à la solution de la question ci-dessus in-

diquée.

5 P^ Sur quelques théorèmes relatifs à la transformation des coordonnées rectan-

gulaires .

Soient

les coordonnées rectangulaires d'un point P, relatives à trois axes rec-
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tangulaires, et

X, y, z,

ce que deviennent ces coordonnées, quand on a fait tourner d'une ma-

nière quelconque le système de ces trois axes autour de l'origine. On

aura, comme l'on sait,

/ X = ax -i- bj -^ cz,

(,) ) y = a'x^ b'j^ c'z,

( z =a:'x + hy+ d'z,

a, by c\ a' ^ b' , c' \ d\ V\ d' désignant neuf coefficients, dont six pour-

ront se déduire des trois autres, attendu qu'on doit avoir, quels que

soient x , j* , z

,

(2) X* + y^ 4- z* = jr* + 7* + z.%

et par suite

ox ( a- -\- «'* + ^''* = I ,
^* + ^'* 4. y^^ = I , c* 4- t:'* -f-

6-"* =1,
^^i

\ bc-\-b'd^U'd'=:o, ca+ da'+d'a!'z=:o, ab+a'b'+d'W =0.

De plus on tire des équations (i), jointes aux formules (3),

( X z= ax •+- a'y + a!'zy

(4) \ j = bx + b'y + U'z,

\ 2 = ex + c'y + d'z\

puis de ces dernières, jointes à la formule (2),

i ^. ^ l. ^ c^ :==,,^ a!- + b'- + c'* = I , a!'*+b"*+d'^= i,

^^^
\ a'a!'+b'U'-\-dd'=o, a"a+b"b+d'c= o, aa'+bb'+cd z=,o.

Enfin, si l'on nomme

et

-^n y.» ^'

les coordonnées d'un nouveau point Q , relatives au premier et au second

système d'axes coordonnés, on aura

/ x^ = ax^ + by^ + cz^,

(6) ] y/ = ^'^/+ ^'^/+ '''^'^

et des formules (6) ,
jointes aux équations (3), l'on tirera

(7)
xx^ + yy^ + ^7. == XX, + ïï, + ^^r

14..
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Donc la transformation des coordonnées n'altère point la valeur de la

somme
ccx^ + yy, + ^-,.

Cette somme représente effectivement une quantité indépendante de la

direction des axes coordonnés, savoir, le produit des rayons vecteurs,

menés de l'origine aux points P, Q, par le cosinus de Fangle que ces

rayons vecteurs comprennent entre eux.

Soit maintenant « une fonction quelconque des coordonnées primi-

tives

X, y z.

Si l'on passe du cas où ces coordonnées sont prises pour variables indé-

pendantes au cas où Ton prend pour variables indépendantes les coor-

données nouvelles

X, y, z,

on aura, en vertu des formules (4)?

etc. ,. . .

par conséquent

(8) \ Dy =aU+ ^'D,+.c'D,,

puis on tirera de ces dernières, eu égard aux formules (3),

(9) \
Dy = ^D. + ^'D, 4- ^''D,,

Enfin l'on tirera des formules (8), ou bien encore des formules (9),

(10) d: + d; + Dr = D^ + d; + d:.

Or les formules (8), (g) sont entièrement semblables aux formules (i),

(4), et la formule (10) à la formule (2). Par conséquent dans la transfor-

mation des coordonnées rectangulaires^ les relations qui subsistent entre

les coordonnées

X, j, z et X, y, z,

relatives à deux systèmes d'axes , subsistent pareillement entre les carac-

téristiques

D,, D„ D. et D", Dy, D,,
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une fonction quelconque des coordonnées ^, ^, s du point P, ef

l'accroissement que reçoit cette fonction, quand on passe du point P au

point Q, c'est-à-dire, quand on fait croître jc de x^, j de j^, z de z^,

ou, ce qui revient au même, x de x^, y de y^, z de z^. On aura, en vertu

du théorème de Taylor,

par conséquent

(,3) , + A = 6'"'^''+^'^'+^'°' = e"'^'
+yA+^D.

,

04) A = e"D^+r,Dr+^D. _ , = ,.p,+yA+^D. _ ,.

Donc la caractéristique A, considérée successivement comme fonction des

caractéristiques

D,, D,,D,,

et comme fonction des caractéristiques

D., D„ D,,

sera représentée, dans le premier cas, par l'expression symbolique

et dans le second cas par l'expression symbolique

Or, il résulte de la formule (12) que, pour passer de la première expres-

sion symbolique à la seconde, il suffit de chercher ce que devient la

première quand on opère la transformation des coordonnées. On peut

donc énoncer la proposition suivante.

Théorème. Soient

les coordonnées rectangulaires d'un point mobile P, et désignons à l'aide

de la caractéristique

A

l'accroissement que reçoit une fonction de x ,j, Zy quand on passe du

point P à un autre point Q , en attribuant aux coordonnées du premier
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doit subsister, quelles que soient les valeurs réelles attribuées à ces va-

riables et à ces paramètres, elle continuera de subsister, quelles que

soient les variables x
,
j- , z ,. . . quand on établira des relations entre ces

variables et les paramètres a, f|, ... en transformant ces paramètres

ou seulement quelques-uns d'entre eux en fonctions de x^j^z.
On conçoit en effet, qu'une équation qui se vérifie indépendamment

des valeurs attribuées à diverses quantités, subsiste par cela même, dans

le cas où l'on établit entre ces quantités des relations quelconques.

D'ailleurs le théorème qu'on vient d'énoncer entraîne évidemment la

proposition suivante.

2* Théorème. Soient

X, y z.

plusieurs variables indépendantes , et

X, y, z,...

des fonctions qui, renfermant avec ces variables certains paramètres

a, ^,. . .

se réduisent à

pour des valeurs particulières de ces paramètres. Enfin, supposons que

des relations convenables, établies entre les paramètres a, Ç,... et les

variables indépendantes a?, j, s,. .. puissent faire évanouir toutes les

fonctions

X, y, z,...

à l'exception d'une seule, de x, par exemple, en réduisant celle-ci à une

fonction déterminée R de a: , j" , jz. . . . Si l'expression

f(x, y, z,...).

considérée comme fonction de x, j^,z,... conserve la même forme,

quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres

en sorte que Téquation

f(x, y, z,...) = {{x, 7, 2,...)

soit identique, on aura encore identiquement

f(x, j, z,..,) = f(R, o, o,...).

Pour montrer une application de ce dernier théorème, rapportons les
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différents points de l'espace à trois axes rectangulaires des x^ y ^ z, et

considérons l'un des points auxquels appartiennent les deux coordonnées

Si l'on fait tourner les axes des x et des y autour de l'axe des z, les deux

coordonnées

se trouveront remplacées par deux coordonnées nouvelles

X, y,

liées aux deux premières par deux équations linéaires et de la forme

(i) x = a? cos at + J'sinst, y = j" cos a — ^rsincc.

Cela posé, pour qu'une expression de la forme

f(^, y)

devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que

l'on ait constamment

(2) f(x, y) = î{x, j),

ou, en d'autres termes,

(3) f(xcosa + jsina, ^cosa — x sin a) = f(x, y),

quelles que soient les valeurs non-seulement de x et de jr ^ mais encore

de l'angle <x. D'ailleurs pour faire évanouir y, il sufBra d'admettre, entre a,

a? et j" , la relation exprimée par la formule

y cos a — X sin a == o

,

de laquelle on tire



( "o)

Or les formules (6), (7) comprennent évidemment le théorème que nous

allons énoncer.

3^ Théorème. Pour qu'une fonction

f(«^5 j) ^
de deux coordonnées x, jr ^ d'un même point, relatives à deux axes

rectangulaires, ne soit point altérée, tandis que l'on fait varier ces coor-

données, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner

les deux axes dans leur plan, autour de l'origine, il est nécessaire que

f(x, y) se réduise à une fonction du rayon vecteur r mené de l'origine

à la projection du point donné sur le plan des ^, jr> et même à une

fonction de r qui ne varie pas quand on y remplace r par — r.

On démontrerait encore facilement le théorème qui précède , en

substituant aux coordonnées rectangulaires

X, j ou X, y,

deux coordonnées polaires

r, p ou r, p,

dont la première r serait toujours le rayon vecteur ci-dessus mentionné,

la seconde /? ou p désignant l'angle formé par ce rayon vecteur avec le

deaii-axe des pc ou des x positives. Alors en effet, on aurait entre x^ j
et r, p, ou X, y et r, p, des équations de la forme

(8) X = rcosp, y = rsin/;,

ou

(9)
X = rcosp^ y = rsinp,

la valeur de p étant elle-même de la forme

(10) p = p — a;

et l'équation (2) deviendrait

(11) f(rcosp, rsinp) = iÇrcosp, rs'inp).

Or, il résulte de cette dernière formule que la fonction des variables x^

j, on r, p, représentée par

^(v*^? j) = f(rcos/7, rsinp),

ne varie pas quand on fait varier p, et se réduit en conséquence à la

fonction de r en laquelle elle se transforme quand on pose p=.o ou p=^,
c'est-à-dire à

f( =t r, o),
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le double signe pouvant être réduit arbitrairement au signe + bu au

signe —

.

Supposons maintenant que l'on fasse tourner autour de l'origine, d'une

manière quelconque, les trois axes rectangulaires des x, des ^ et des 2.

Les trois coordonnées

d'un point donné, se trouveront remplacées par trois coordonnées nou-

velles

X, y, z,

liées aux trois premières par trois équations de la forme

i X = ajc -\- bj- + cz,

(12)
j y = a'x+ h'f-^ cz,

dans lesquelles six des neuf coefficients

a. b, c, a', b', c', a\ h\ c\

pourront se déduire des trois autres , en vertu des formules (3) ou (5)

du § P% en sorte qu'on aura identiquement

(i3) X* + y^ + z* = j:» -H jr* 4- ^••

Cela posé, pour qu'une expression de la forme

f(x, y, z)

devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que

l'on ait constamment

(14) f(X' y^ z) = ^(-^^ 7' ^)'

quelles que soient les valeurs non-seulement de

mais encore de trois des neuf coefficients

a,b, c, a', y, c\ a% b\ c\

dont on pourra disposer de manière à faire évanouir y et z. D'ailleurs
,
si

l'on nomme r le rayon vecteur mené de l'origine au point donné, on aura

(i5) r= \x* 4- 7' + z',

et l'équation (i3), réduite à

(16) X» + y* + z* = r-,

i5..



donnera, pour des valeurs nulles de y et de z

,

(.7) X = ± /.

Donc la formule (i4) entraînera la suivante

(.8) f(x, j, 2) = f(d= /•, o, o),

par conséquent les deux suivantes

(19) f(^, j, z) — f(r, o, o),

(20) f(r, o, o) = f( — /, o, o).

Or les formules (19), (î^o) comprennent évidemment le théorème que

nous allons énoncer.

4' Théorème. Pour qu'une fonction

f(^, j, z),

de trois coordonnées x, j, z, d'un même point, relatives à trois axes

rectangulaires, ne soit point altérée , tandis que Ton fait varier ces

coordonnées, non en changeant la position du point, mais en faisant

tourner le système des trois axes rectangulaires autour de l'origine

,

il est nécessaire que f(jc, y^ z) se réduise à une fonction du rayon

vecteur /• mené de l'origine au point donné, et même à une fonction

de r qui ne varie pas quand on y remplace r par — r.

Au reste, on démontrerait encore facilement le théorème qui précède

en substituant aux coordonnées rectangulaires

X, j, z ou X, y, z,

des coordonnées polaires

r, p, (j ou r, p, q,

liées aux premières par des équations de la forme

X = rcos/?, j = rsinpcosq, z =: rs'inp sïii q

,

ou
X = rcosp, y = rsinpcosq, z = rsin p sin q.

En effet, en veitu de cette substitution, la formule (i4) deviendrait

f(rcosp, rsinpcosq, rsinpsinq) = f(rcos/?, rsinpcosq, rsinpsinq).

Or, comme, la direction des nouveaux axes étant complètement arbitraire,

on pourrait en dire autant des valeurs des variables p, q, on conclurait

de la formule précédente que la fonction

f(jr, j, z) = f(rcos/?, rsinpcosq^ rsiupsinq),
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ne varie pas avec/? et q, mais seulement avec r, et se réduit à la valeur

de

fÇrcosp, rsïnpcosq, rsinpsin^),

correspondante à p =o ou ^= :;t , c'est-à-dire à

f( zh r, o, o).

Lorsque les fonctions de x, j ou de x, j , z, désignées dans les

théorèmes 3 et 4» par

f(x, j) ou ï{x, J, z),

sont des fonctions entières composées d'un nombre fini ou infini de

termes, alors

f(r, o) ou f(r, o, o)

est pareillement une fonction entière de r, et même, en vertu de la for-

mule (7) ou (20), une fonction entière de r*, c'est-à-dire de

jc* + j"" ou de x'' -\- j"" -{- z".

Comme d'ailleurs toute fonction entière de r ou de r* remplit évidem-

ment la condition mentionnée dans le troisième ou le quatrième théorème,

il en résulte qu'on peut encore énoncer les propositions suivantes.

5^ Théorème. Pour qu'une fonction entière

K^> j)

de deux coordonnées x, j d'un même point, relatives à deux axes rec-

tangulaires, ne soit point altérée, tandis que l'on fait varier ces coordon-

nées, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner les

deux axes dans leur plan autour de l'origine, il est nécessaire et il

suffit que î(Xy j) se réduise à une fonction entière de

r* =z x^ + j\
6* Théorème. Pour qu'une fonction entière

des trois coordonnées x^ j, z d'un même point, relatives à trois axes

rectangulaires, ne soit point altérée, tandis que l'on foit varier ces

coordonnées, non en changeant la position du point, mais en faisant

tourner le système des trois axes coordonnés autour de l'origine, il est

nécessaire et il suffit que ïÇxyj, z) se réduise à une fonction entière de

/' = X* "H j' -H z\
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Nous avons vu, dans le § P", que si l'on nomme

jc, j, z et X, y, z,

les coordonnées d'un même point , relatives à un premier et à un second

système d'axes rectangulaires , les caractéristiques

D,, D„ D,,

s'exprimeront en fonction des caractéristiques

D„ D,, D,,

de la même manière que les nouvelles coordonnées

X, y, z,

en fonction des coordonnées primitives

X, j, z.

En conséquence, on pourra, dans les théorèmes 5 et 6, remplacer les

coordonnées x
^ j ^ z, par les caractéristiques

D., D„ D,,

et l'on obtiendra ainsi les propositions nouvelles que nous allons énoncer.

7^ Théorème, x, j- étant deux coordonnées rectangulaires , et

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives à ces coor-

données
;
pour qu'une fonction entière de ces caractéristiques ne soit

point altérée, tandis que l'on fait tourner, dans le plan des x^ j^ les axes

coordonnés autour de l'origine, il est nécessaire et il suffit que cette

fonction se réduise à une fonction entière de

8*" Théorème, x^ j^ z étant des coordonnées relatives à trois axes

rectangulaires, et

D., D,, D,,

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives à ces coor-

données; pour qu'une fonction entière de ces caractéristiques ne soit

point altérée , tandis que l'on fait tourner d'une manière quelconque les

axes coordonnés autour de l'origine, il est nécessaire et il suffit que cette

fonction se réduise à une fonction entière de

Di + d; + d:.
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§ III. De la forme que prennent les équations des moui>ements infiniment petits

d'un sjsteme homogène de molécules , dans le cas où ces équations de^^iennent

entièrement indépendantes de la direction des axes coordonnés.

Les équations des mouvements infiniment petits d'un système homo-
gène de molécules, renferment, avec les déplacements moléculaires 0, >?, ^

^

mesurés parallèlement à trois axes rectangulaires, quatre variables indé-

pendantes, savoir, les coordonnées x, y , z, relatives aux trois axes dont
il s'agit, et le temps t. Ces mêmes équations, d'après ce qu'on a vu dans
un autre Mémoire, peuvent s'écrire comme il suit

/ (L- DO? + R» + QC = o,

(0 j
R? + (M - D?)« + PC = o,

^ Q? + P» -f (N — D?)? = o,

L,M,N, P, Q,R, étant des fonctions entières de

D„ D„ D.;

et si , comme l'ont fait quelques géomètres (*} , on emploie
,
pour re-

présenter les caractéristiques

de simples lettres

D,, r>,, D„

on aura

w
! P =
L = G + d:h, m = g + d:h, n = g + d;lh,

D,D,H, Q =: D,.D.H, R = D„D,H

G, H étant deux fonctions de w, i^, w, entières, mais généralement com-

posées d'un nombre infini de termes. En conséquence, les formules (2)

donneront

/ (G — D?) ? + D„ (D.Hg + D.H>i + D,.HÇ) =: o,

(3j
J

(G — D,%U + D, (D30 + D3» + D.HO = o,

(
(G — DfjC + D.(D.Hg + D3>i + D.HO = o,

pourvu que l'on effectue d'abord sur H, considéré comme fonction de u ,

(*) On peut citer particulièrement à ce sujet un Mémoire de M. Poisson sur l'inté-

jwration de quelques équations linéaires aux différences partielles, etc., lu à l'Académie

des Sciences le ig juillet 1819, et où cet illustre géomètre différentie et intègre des

fonctions qui renferment des caractéristiques.
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p, w^, les différentiations indiquées par les caractéristiques

IJu f D^, ^ iJ^f, If

puis sur ^, >i
, Ç, considérés comme fonctions de x, j ^ z, les différentia-

tions indiquées par les caractéristiques m, ^,w. Quant aux valeurs de

G, H,

considérés comme fonctions de

u == D^, ^ = Dy, w = D,,

on les obtiendra de la manière suivante.

jc, j, z étant les coordonnées rectangulaires d'une molécule m du sys-

tème que l'on considère, nommons ?n une seconde molécule séparée de

la première par la distance r;

X, y, z,

les projections algébriques de cette distance r sur les axes coordonnés;

et

mmrf{r)

l'action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le signe+ ou le

signe — , suivant que ces deux molécules s'attirent ou se repoussent.

Enfin, « étant une fonction quelconque de jc
^ J, z, désignons par

l'accroissement que prend cette fonction quand on passe de la molécule m
à la molécule m. On aura non-seulement

par conséquent

(4) A = e«i>'+yi>r+zD. _
^

^

ou , ce qui revient au même

,

(5) A = e-+-y'^+^- --_ j ;

mais encore

G« = S[m/(r)A«],

c ( m df(r) r . ,
,

. (xw 4- Yi^4- ziv)'i<~] )

^''' = ^\--^[_^''--(^^^+ y^ + ^^> 4—^J|,
le signe S indiquant une somme relative aux diverses molécules m voi-

sines de m
;
par conséquent

(6) G = S[m/(r)A],
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et

(7) H=.S{- -^—I^A — (xw-f-y(> -fzu^) '—
^J|,

ou, ce qui revient au même,

(8) H= S {^^[a - (xD. + yD,+ zD.) - (iîk±Ji.±^'] I
.

Or en vertu de la formule (12) du § T", dans laquelle ^, , jr^, z^ sont des

quantités analogues à celles que nous désignons ici par x, y, z, les valeurs

de G, H, fournies par les équations (6), (7), seront, aussi bien que la

valeur de A (voir le théorème placé vers la fin du § T") , indépendantes

de la direction des axes coordonnés. Seulement, dans les développements

de G, H suivant les puissances ascendantes de

ijj; , XJy
,

JJjj
,

les coefficients de ces caractéristiques pourront varier, en même temps

qu'elles, avec la direction des axes; et

G, H,

considérés comme fonction de

D,, D„ D„

pourront alors prendre successivement diverses formes, sans néanmoins

changer de valeurs.

Considérons maintenant le cas particulier où, la direction des axes coor-

donnés venant à varier, G, H, qui ne changeront pas de valeurs, ne

changeraient pas non plus de forme. Il est clair que, dans ce cas parti-

culier, la forme des équations des mouvements infiniment petits reste-

rait elle-même invariable et indépendante de la direction des axes

coordonnés. Il y a plus : pour que la forme des équations du mouvement

reste invariable, il est nécessaire qu'en développant les valeurs de

L, M, N, P, Q, R,

fournies par les équations (2), suivant les puissances ascendantes des ca-

ractéristiques

on trouve pour coefficients de ces puissances des quantités indépendantes

de la direction des axes coordonnés. Or, si cette dernière condition est

remplie, non-seulement

L, M, ]N, P, Q, R,

Ex. d'An, et de Ph. M. '^
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considérés comme fonctions de w, s^, w, présenteront une forme invariable,

mais on pourra encore en dire autant des expressions

D„G = D,M — D,R = D„N — D^Q,

D,G = D,N — D^P = D,L — D,R

,

D,,G == D^L — D„Q = D^M — D.P

,

c'est-à-dire des dérivées partielles de la fonction G, relatives à w, i^, w\

par conséquent de sa différentielle totale , et de cette fonction elle-même

qui, en vertu des formules (5) et (6), devra s'évanouir avec à
,
quand on

y remplacera w, i^, w par zéro. Ce n'est pas tout : la forme de la fonc-

tion G étant invariable, en même temps que les formes de

L, M, N, P, Q, R,

on conclura des formules (2), que les six dérivées partielles du second

ordre de la fonction H, savoir

D^H, D;H, D.=.H, D.D^H, D^U.H, D,AH,

présenteront elles-mêmes dans Thypothèse admise des formes invariables.

Donc l'on pourra en dire autant de la différentielle totale du second

ordre de H considéré comme fonction de w, (^, iv ', et puisque, en vertu

des formules (5) et (7) , la fonction H s'évanouit avec sa différentielle

totale du premier ordre ,
pour des valeurs nulles de w, v ^w ^ nous devons

conclure que, dans l'hypothèse admise , cette fonction H offrira elle-même

une forme invariable.

Ainsi, en résumé, pour que les équations des mouvements infiniment

petits d'un système homogène de molécules offrent une forme indépen-

dante de la direction des axes coordonnés, c'est-à-dire, en d'autres

termes, pour que les valeurs de

fournies par ces équations, soient des fonctions invariables des déplace-

ments ^, », C,, et de leurs dérivées de divers ordres, prises par rapport

à Xy j'j z, il est nécessaire et il suffit que les fonctions de D^ , D^, D^,

représentées par G, H, et déterminées par les formules (6) et (7) ou (6)

et (8), conservent non-seulement, comme il arrive toujours, la même va-

leur, mais aussi la même forme, après un changement de variables indépen-

dantes correspondant à une transformation de coordonnées rectangulaires.

D'ailleurs, pour que cette dernière condition soit rempUe, il sera néces-

saire et il suffira, en vertu du 8^ théorème du § II, que G, H se rédui-
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sent à des fonctions de la somme

d; + d; + d:.

On peut donc énoncer la proposition suivante.

Théorème. Pour que les équations des mouvements infininient petits

d'un système homogène de molécules soient indépendantes, dans leur

forme, de la direction attribuée aux axes coordonnés, il est nécessaire et

il suffit que les fonctions de

représentées par

G, H,

et déterminées par les formules (6) et (7) ou (6) et (8), se réduisent à des

fonctions de
u- + ^^ + iv^ ~ d: -{- d; + d:.

^ Posons maintenant
,
pour abréger

,

(9) A- = le + (.^+«.^=0^ + 0; + D!.

Lorsque G , H se réduiront à des fonctions de w*+ i^' -f- ct^*, par consé-

quent de k"" ^ alors, en prenant

(^^) ^^ =^^ -^ -kdk^ ^ — ~k —dk— '

on tirera des formules (2)

,

L = E -f- F«% M == E + F^% N = E + Fw%
^'^^

( P = Fw, Q ^^ Ywu, R = Yiw

ou, ce qui revient au même,

j L == E + fd:, m == e 4- fd;, n = e + fd:,

(^^) 1 P = FD,D., Q = FD.D., R = FD,D,.

Donc alors les formules (i) se réduiront aux suivantes

(E - DO? + FD.(D.g + D,. 4- D.C) = o,

(i3) (E - D?) » + FD, (D.? + D,» + D.O = o,

( (E - DO C + ro* (D.? + D,» + D,0 = o.

Au reste, à l'aide des principes établis dans le §11, on s'assurera sans

peine qu'effectivement les équations (i3) ne changent pas de forme

quand on change la direction des axes coordonnés.

Il est bon d'observer que, si l'on pose

(i4) y = D.Ç -f- D,>î -f- D.Ç-,

16..
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la nouvelle variable v représentera toujours, abstraction faite du signe, la

dilatation ou la condensation du volume, mesurée au point (x, j, z),

dans le système de molécules donné. Cela posé, les équations (i3) pour-

ront être présentées sous la forme

(i5) (Dr— E)Ç= FD,i., (D? — E))j = FD,t;, (D^ ~ E) C = FD,u
,

et l'on tirera de ces mêmes équations, respectivement multipliées par

D,, D,, D,,

puis combinées entre elles par voie d'addition,

(i6) [D? - E — f(d: + d; + d:)]. = o.

Lorsque, dans un système homogène de molécules, les équations des

mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante de la

direction des axes coordonnés, ce système est évidemment du nombre

de ceux où la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant

les mêmes lois. Or, d'après ce qu'on vient de dire, les mouvements in-

finiment petits d'un semblable système peuvent être représentés par

les équations (i3), dans lesquelles

- E et F

sont deux fonctions déterminées de

d: + d; + d;%

ou bien encore, par les formules (i5) jointes à l'équation {i6). D'ailleurs

il est important d'observer, i° que la dilatation du volume peut se dé-

duire immédiatement de l'intégration de la seule équation (i6); 2** que,

cette dilatation une fois connue, les valeurs de ^, de >i et de Ç", se trou-

veront déterminées chacune séparément par les trois formules (i5).

Nous observerons encore que des formules (i5), combinées entre elles,

on tire

(17) (D?-E)(D,^-D,Ç):=o, (Dr-E)(D.C-1^4)=o, (Dr-E)(D,e~D,>i)=o.

5 IV. De laforme que prennent les équations des mouvements infiniment petits d'un

système homogène de molécules , dans le cas où elles deuienncnl indépendantes de

la direction assignée à deux des trois axes coordonnés.

Après avoir réduit les équations des mouvements infiniment petits d'un

système homogène de molécules aux équations (i) du § III, concevons

que l'on fasse tourner deux des axes coordonnés autour du troisième

,

par exemple, les axes des oc et des j autour de l'axe des z, et considé-
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rons en particulier le cas où, pendant cette rotation, G, H, qui ne chan-

geront pas de valeur, ne changeraient pas non plus de forme. Il est clair

que, dans ce cas, la forme des équations des mouvements infiniment

petits restera elle-même invariable, pendant la rotation des axes des ce

et des j^. Il y a plus: pour que cette rotation ne fasse pas varier la forme

des équations du mouvement, il sera nécessaire qu'elle laisse invariables

les formes de

L, M, N, P, Q, R,

exprimés en fonction des caractéristiques

a = D^, K> = D^, iv = D^,

à l'aide des formules (2) du § III, jointes aux formules (5), (6) et (7) du

même paragraphe; par conséquent il sera nécessaire qu'elle laisse inva-

riable la forme des fonctions de D^, D^, D., représentées par G, H.

C'est du moins ce que l'on démontrera sans peine, par des raisonnements

entièrement semblables à ceux dont nous avons fait usage dans le troi-

sième paragraphe.

Ainsi, en résumé, pour que les équations des mouvements infiniment

petits d'un système homogène de molécules offrent une forme indépen-

dante de la direction assignée, dans le plan des œ, j*, aux axes rectangu-

laires des X et des j-, il sera nécessaire et il suffira que les fonctions de

D., D„ D„
représentées par

G, H,

et déterminées par les formules (6), (7) du § III, conservent non-seule-

ment, comme il arrive toujours, la même valeur, mais aussi la même forme,

après le changement de deux variables indépendantes, correspondant au

déplacement de deux des trois axes coordonnés. D'ailleurs
,
pour que cette

dernière condition soit remplie, il sera nécessaire, et il suffira, en vertu

du 7^ théorème du § II
,
que G , H se réduisent à des fonctions de la

somme
d: + d;,

si les axes déplacés sont ceux des x et des y ,
par conséquent à des

fonctions de la somme
Dj + d:,

si les axes déplacés sont au contraire ceux des j et des z. On peut

donc énoncer la proposition suivante.

Théorème. Pour que les équations des mouvements infiniment petits
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d'un système homogène de molécules offrent une forme indépendante de

la direction assignée , dans le plan des JT ? ^ , aux axes coordonnés rec-

tangulaires des j et des z, il est nécessaire et il suffît que les fonctions

de

représentées par G, H, et déterminées par les formules (6), (7) du § lïl,

se réduisent à des fonctions de

v^ + r^« = d; + D^

Posons maintenant
,
pour abréger

,

(i) ^=^ = (;* + w» = d; + d:.

Lorsque G, H se réduiront à des fonctions de u" et de (^''+îv*, par con-

séquent à des fonctions de w et de ^, alors, en prenant

(2) E-^G + ^^, F = ^—^— , R = ____,

on tirera des formules (2) du $ III

(^\ \
M == E + F(^% N = E + Fw%

^ ^
( P = Fi^ïV, Q = Y^w, R = Rt^;

ou , ce qui revient au même

,

.,s i
M = E -f- fd;, n = e + fd:,

^'^'
\ P= FD,D., Q = RD., R = KD,.

Donc alors les formules (i) du § III se réduiront aux suivantes

(5) (d; - L) e - R(D,*, + D/:) = o,

(&\ [
(^' - E) >, - D, [Kg + F(D,. + D.C)] = o,

^ ^
1 (D? _ E)C - D, [R? + F (D,^ + D,0] = o.

D'ailleurs on tire des formules (6) , non-seulement

(7) [D? - E- F (D;+ D!)] (D.r + D. Ç) - K (D; + D!) g = o

,

mais encore

(B) (D? - E)(D.. ^ D,0 = o;

puis des formules (5) et (7), combinées entre elles,

(9) {[D?-E-F(D;+ D:)](D?-E)-R^^D;+ D:)}e= o.

Lorsque, dans un système homogène de molécules, les équations des

mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante de la
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direction attribuée aux axes rectangulaires des jet des z, ce système

est évidemment du nombre de ceux dans lesquels la propagation du

mouvement s'effectue de la même manière en tous sens autour d'un axe

quelconque parallèle à l'axe des jc. Or, d'après ce qu'on vient de dire,

les équations des mouvements infiniment petits d'un semblable système

peuvent être représentées par les équations (5) et (6), dans lesquelles

E, F, R, L,

sont des fonctions déterminées de

d; + d: .

observons d'ailleurs que les deux variables

^ et D,^ + D,Ç

,

dont la seconde représente la dilatation superficielle du système molécu-

laire dans un plan parallèle au plan des j^ 2, se trouvent simultanément

déterminées par les formules (5) , (7) , tandis que la variable

se trouve déterminée par la seule formule (8).

5 V. De la forme que prennent les équations des mouvements infiniment petits de

deux sj-stemes homogènes de molécules qui se pénètrent mutuellement , dans le

cas ou ces équations deviennent indépendantes de la direction des axes coordonnés

.

Les équations des mouvements infiniment petits de deux systèmes de

molécules, qui se pénètrent mutuellement, renferment avec les déplace-

ments moléculaires

Z^ ^^K ou Ç^, y)^, C^,

mesurés dans le premier ou dans le second système, parallèlement à trois

axes rectangulaires, quatre variables indépendantes, savoir, les coordon-

nées X, j-, z, relatives aux trois axes dont il s'agit, et le temps /. Ces

mêmes équations, d'après ce qu'on a vu dans un précédent Mémoire,

peuvent s'écrire comme il suit

, (L - D?)? + R-^ + Q: + L>, + R,», H- Q,C = o,

(0 \
R? + (M - D,') ^ + PC + R,?, + M,», + P,Ç, = o,

/ Q? + Pu + (N - D;) Ç + Q,?, + V,n, + N^ = o;

, ,L? + ,R. + ^QÇ + (L„ - D?) ?,+ R,>i, + Q/, = o,

(2) ) ,Rg+ ,M,i+ ,PC + R,,?. + (M„ - DO>i,+ PX = O'

( ,Q? + ,Pi H- ,NÇ + Q„e, 4- P„>î, + (N„ - D?)C= o;
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L,M, N, P, Q, R, L^, M^,... Q^^ R,^, désignant des fonctions des ca-

ractéristiques

D,, D,, D.

D'ailleurs, comme on l'a prouvé, si l'on développe ces fonctions suivant

les puissances entières de D, , D^ , D, , les coefficients de ces puissances

ou de leurs produits pourront, dans beaucoup de cas, être, sans erreur

sensible, considérés coname constants. C'est ce qui pourra en effet arriver,

si, le second système de molécules étant homogène, le rapprochement

des molécules est beaucoup plus considérable dans le premier système

que dans le second. Alors les sommes qui représenteront les coefficients

dont il s'agit seront les unes constantes, les autres variables , et, pour

que Ton puisse, sans erreur sensible, substituer aux sommes variables leurs

valeurs moyennes, il suffira que ces sommes reprennent périodiquement

les mêmes valeurs, quand on fera croître en progression arithmétique

chacune des trois coordonnées x, j-, z, et que les produits de ces sommes

par les rapports des trois progressions arithmétiques correspondantes

aux trois coordonnées soient très petits.

Les coefficients que renferment les fonctions

L, M, N, P, Q, R; L„ M„ Q„ R,„

étant regardés comme constants ; si, pour représenter les caractéristiques

D., Dr, D.,

on emploie de simples lettres

on aura

(3) !

(4)

(5)

(6)

L = G + D;H, m = g + D„'H, N = G + D^H,

P = D.D„H, Q = D„D„H, R = D„D,H;

;l, = g, + d;h„ m, = g, + d;h„ n, = g, + DiH,

,

P, = D,D„H^, Q, = D„D„H,, R, = D„DjH,;

,L = ,G + D,!,H, ,M = ,G + D^H, ,N = ,G + Dt,H,

,P = D,D^,H, ,Q = D„D„,H, ,R = D„D,^H;

L„ = G,+ D,!H„ M, = G,+ D;H, , N, = G„+ D^^H,,

,

, P„ = D„D„H,„ Q„ = D,D„H,„ N„ = D^D^H,,
;

G, H, G,, H,, ^G, ,H, G,,, H,^,

désignant huit fonctions entières de D,, D,, D,, composées chacune

généralement d'un nombre infini de termes.
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Si Ton nomme

les coordonnées rectangulaires d'une molécule

tn ou m^,

du premier ou du second système
;

P

la distance de cette molécule m ou m^, à une molécule voisiné m ou m^

X, y, z,

les projections algébriques de la distance r
;

l'action mutuelle de deux molécules w, m du premier système, prise avec

le signe + ou avec le signe — j suivant que ces molécules s'attirent ou

se repoussent;

WT^Z/W et m.mrfXr)

Faction mutuelle d'une molécule m ou m du premier système , et d'une

molécule m^ ou tti^ du second; enfin

l'action mutuelle de deux molécules m^ et m^ du second système; alors,

en posant
,
pour abréger

,

on trouvera

, G = S[w/(r)A] - S[m,/(r)],

(8) l „ o i™ <^/W r * / . N
(xa + Vf+ 2w)'-l)^^

j H = S{--^|_A-(xM+ yf+ zw)— i
ï^ iJJ;

G, = S[m,/(r)(, + A)],

(9)

(
/G = S[/n7:(r)(i +A)],

(-)
I

,H = Sp^(i+A)];

Ex. ^Jn.etde Ph.M. I?



( ,26 )

îe si^^ne S indiquant une somme de termes semblables entre eux, et

relatifs aux diverses molécules m ou m^^ voisines de m ou de in^.

Concevons maintenant qae
,
pour opérer un changement de variables

indépendantes, on fasse tourner ou les trois axes coordonnés d'une ma-

nière quelconque autour de l'origine, ou les axes des j^ et z autour de

l'axe des x. Il suit évidemment des formules (3), (4), (5), (6), que la

rotation dont il s'agit ne changera pas la forme des équations des mou-

vements inBniment petits, si elle ne change pas les formes de

G^î H, G^, H^, ^G, ^H, G/p H,^.

De plus, par des raisonnements semblables à ceux dont nous nous

sommes servis dans les paragraphes III et IV , on démontrera sans peine

que, si le déplacement des axes coordonnés laisse invariable la forme des

équations du mouvement, il laissera pareillement invariables les formes

des différentielles totales du premier ordre de

^•> ^1-) i^j ^é,^

-, considérées comme fonctions de w , ^, w , et les formes des différentielles

totales du second ordre de
H, H,, ,H, H".

Donc alors les fonctions

G, G,, ^G, G^p

qui se réduisent respectivement à

quand on y remplace u, v, w, par zéro, ne changeront pas de forme; et

l'on pourra encore en dire autant , i ° des fonctions

qui s'évanouiront avec leurs différentielles totales du premier ordre,

quand on y remplacera u, v^ w par zéro; i" de la somme des termes qui,

dans chacune des fonctions

Hy, ,H,

seront ,
par rapport à m, i^, fii; , d'un ordre supérieur au premier.

Ainsi, en résumé, pour que la rotation des trois axes coordonnés

autour de l'origine, ou des axes des y et des z autour de l'axe des x,

n'altère pas la forme des équations (i), (2), il sera nécessaire et il suffira

que cette rotation n'altère ni les formes de

Ç^> ^n i^y ^//> ^f ^u.y
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considérées comme fonctions de w, ^, iv, ni l^s fornaes des expressions

auxquelles se réduisent les deux fonctions

lorsque, dans ces dernières , on conserve seulement les termes d'un degré

supérieur au premier. D'ailleurs, pour que ces dernières conditions soient

remplies , il suffira , en vertu des théorèmes 7 ou 8 du § II
,
qu« les six

fonctions .

^? ^/7 P5 ^//> H, H,^,

et les parties conservées des deux fonctions

se réduisent à des fonctions de la somme

D^ + d; h- D! = w* 4- ^' + w\
ou de la somme

d; + d: = i^ + h^*.

On peut donc énoncer les propositions suivantes.

i" Théorème. Pour que les équations (i) et (2) soient indépendantes,

dans leur forme , de la direction des axes coordonnés , supposés rec-

tangulaires entre eux, il est nécessaire et il suffit que les six fonctions

de «, ^'i w, représentées par

^» ^/? Pf ^/i' ^ ' ^//'

et les sommes des termes du second degré ou d'un degré plus élevé,

renfermées dans chacune des fonctions

se réduisent à des fonctions de la somme

i^* + (;<» + w* = Bl + d; -f- Dl

2" Théorème. Pour que les équations (i) et (2) offrent une forme

indépendante de la position assignée, dans le plan des^, z, aux axes

coordonnés rectangulaires des^ et des 2, il est nécessaire et il suffit que

les six fonctions de u, ç», w, représentées par

^.> ^/» /^? ^/i' ^> ^//'

et les sommes des termes du second degré, ou d'un degré plus élevé,

renfermées dans chacune des fonctions

H, et ,H,

se réduisent à des fonctions de u et de la somme

^'^ 4- w* = d; H- d:.

17..
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Posons maintenant, pour abréger,

A:* = «"^ + ^* + w* = d: + d; + d:.

Lorsque les six fonctions

et les sommes des termes du second degré ou d'un degré supérieur dans

les fonctions

se réduiront à des fonctions de w*+^*+^*? P^r conséquent à des fonc-

tions de A} alors, en raisonnant comme dans le § III, on trouvera

. / L = E + FDi, M = E + FD;, N = E + FD:,
^''^^

l P = FD,D., Q = FD.D,, R == FD,D,;

. i L,= E, +f,d:, m, = e+f,d;, n, = E, + F d^
^ ^^

\ P,= F,D,D., Q, = Fp.D,, R, = F^D.D,;

(lA) ^
;L=.E + ,FDi, ,M =^E+,FD:, ,N ^E^-^FD^,

^ ^^
( ,P=/D,D,, ,Q =,FD,D., R^ =,FD,D,,

^ ^
i P,= F,D,D,, Q, =F,DA, R, = F,D,D,,

E, F, E^, F^, ^E, /, E^^, F,^, désignant des fonctions entières de la somme

Di + d; + d:,

mais généralement composées d'un nombre infini de termes; et par suite^

si Ton pose
,
pour abréger

,

les équations (i) et (a) deviendront

(
(D? - E )? - E,?, = D, (F. + t>J, -

(17) (D; _ E ) « _ E,., = D. (F. + F »^ )

,

( (Dr - E ) Ç - E^Ç, = D. (Fu + F,u, );

l
P: - EJ?- ,E? = D.CF. H- F„.J,

(,8) J (D? - E„)„,- ,E>, = D.(Fu H- F„«,),

f (D? - EJC- /EÇ = D.OFu + F„«J.

On tire d'ailleurs des équations (17) ou (18), respectivement multipliées

par

D., D/, D.,

puis combinées entre elles par voie d'addition

,
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[D;-E - F(Di+D;+D:)]u-[E^+ FXD:+D;+ D:)]t>,=:o,

[Dî-E,-F,(Di+D;+D:)]. -LE+ ,F|(Di+D;4-D0]. = o.

Les nouvelles variables, qui sont ici représentées par u, u^, et qui peuvent

être séparément déterminées à l'aide des formules (19), ne sont autre

chose que les dilatations de volume mesurées, au point {x^j^ z), dans les

deux systèmes de molécules que l'on considère. Ces dilatations étant cal-

culées, si Ton nomme
a, b, c,

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des

coordonnées positives, et

les déplacements moléculaires, mesurés dans les deux systèmes de molé-

cules parallèlement à cet axe; alors des formules

ho) (« = «? + ^^J + ^Cj

combinées avec les équations (17) et (18), on tirera les suivantes

r^n (
(D? - E )« -E,«, = («D, + bD, + cD.) (Fy + F^.J, .

^ ^ ( (D? - EJ»,-,E« = (aD. + bD, + cD.)(,F. + F,u,),

et Ton pourra déduire immédiatement de ces dernières les valeurs des

déplacements «, «^.

Si l'on élimine u^ ou v entre les formules (19), et «^ ou « entre les

formules (21), alors, en posant pour abréger

(2a) V' = (D? -E)(D? - EJ - ^EE„

i V„= [D?- E-F (D:+ d;+ D1)] [D,=- E, _ F, (Di + D;+ D;;)
]

^^^)
{ _ [E,+ F/, DJ + DJ + D:)] [,E+ ,F(Di+D;+ D!)]

,

et

,,. i D = F(D? ~ EJ + ,FE„ D, = F,(Dî - EJ + F„E,,
^"^^

( ,n = ,F(p] _ E ) + ,EF, D, = F,XD? - E ) + ,EF,,

on trouvera

(25) V"v = o, V\ = o,

et de plus

,
g

/ V'« = (aD, + bB, + cD.)(nu+ D,uJ,
^ ^ ( V\ = (aD, + bD, + cD.)CDt>+ n,t>,>

Enfin, si l'on pose

(27) V'V' = V,
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ou tirera des formules (26) et (26)

(28) V« = o, V«^ = o,

et par conséquent

( V^ = o, V» = o, VC = o,
^^^^

( V^^= o, Vr,.z=z o, V^,= o.

Lorsque, dans un double système de molécules, les équations des

mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la

direction des axes coordonnés, se réduisent aux formules (17) ou (18),

ce double système est évidemment du nombre de ceux dans lesquels la

propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois.

Alors, après avoir déterminé les dilatations de volume

à l'aide des formules (26), on pourra obtenir les valeurs des déplace-

ments

ea intégrant les seules formules (21) ou (26). Au reste, les déplacements

et

?» >i> C» ?/i ^n C'

sont, en vertu des formules (28), (29), des intégrales d'une même équa-

tion aux différences partielles , dont la forme dépend de la caractéris-

tique V.

Nous observerons encore que des formides (17) ou (18), combinées

entre elles, on tire

(
(D? - E

)
(D.» -ByO= E (D.», - D,0,

(30) (D; -E )(D,C - D.?) = E^D^C, - D.fJ,
( (D: -E )(D,? - D,.) = E/D,?,- D>,);

(
(Dr -E,)(D,.,- D^)= ,E(D.^ - D,f ),

(3 1)
(D.^ -. EJ (D,^, - D,?,) = ,E (D.C - D.? ),

l (Dr - EJ (D,Ç,- D^.J = ,E (D,e - D.. ) ; .

et par suite

V'(D,>, - D/)= o, V (D.Ç - D4 )= o , V '(D,H — D,» )= o,

V'(D..i,-D,0=o, V'(DX-D4,)=o, V'(D,Ç,-D.„,)= o.

Considérons maintenant le cas où les six fonctions

^? ^/> yG? G/^; H, H,^,

(32) {



( i3. )

et les sommes des termes du second degré ou d'un degré supérieur, ren-

fermées dans les fonctions

se réduisent à des fonctions de m et de c'+w'; alors, en raisonnant

comme dans le $ IV , on trouve

/ M = E + FD;, N = E + FD!

,

^^^)
[ P = FD,D., Q = KD„ R = KD,;

,o M
(

M, = E, + F,D^ N, = E^ + F,D:,

^^4i (p, = F,D,D„ Q, = RA. R.= K,D,;

.0..
(

,m=,e+,fd^ ,n = ,e + ,fd;,
^^"^

\
,P = /D,D., ,Q = ,RD., ,R = ,RD,;

^6^ (
M, = E,+ F,D;

,
N,= E„+ F,pi ,

^^""^
\ ,P = F„D,D., Q„ = R„D., R,= R,D,;

et par suite

(37) (L _D,')|+ K(D,, -fD.O + L|, +K,(D,,,+ D,^,) = o,

,,„, I
(E-D?),-fD,[R| + F(D„+ D.0]+E,^+D,[K^,+F,(D,,,+ D.g]3.:o,

^^"'
[ (E-D,')C + D. [H+ f(Dr' +D'?)] +E,Ç, +D,[K^,+F, (D,,,+D.Ç,)] = o ;

(39) (L -I>.')l,4- K,(J>yi,+ ^'O + H +,K (D," + D,0 = o,

,
( (E„-D;),,+D,[K„f,+F.(D,,,-fD,y]4- ,E, + D,[,K|+ /(D,,+D.Ç)] = o,

(4°)
\ (E -DnÇ,+ n.[K„f,+F„(Dr»,+ D.Ç;]+,EÇ+ D,[K|-f/(D,,,+D,0] = o

;

E, F, R, L; E,, F,, R,, L,; ,E, ,F, ,R, ,L; E„, F,^, R„, L„ , désignant des

fonctions entières de m= D„ et de la somme

«• 4- (-• = d; + d:,

mais généralement composées chacune d'un nombre infini de termes.

D'ailleurs on tire des formules (38) et (4o), non-seulement

, [D?- E - F (D; + Dl)] (D,» 4- D.Ç )- K (D^+ D;) f

, ,
- [E,+ F,(D;+D:)](D,.,+ D.O-K,(D;+ D;)e.= o,

(40 \sp\- E„- F„ (d;+ d:)] (D,.,+ d.j:,)- R, (d;+ d:) ^,

( - [,E+ ,F (d; + d:)] (D,. + D.O- ,R (d; +d:) $ = o,

mais encore

^ . , ( (D? - E )(D.>, - D,n - E, (D.^ - D,r ) = o,

^'i"''
1

(D? _ EJ (D.«,- D^) - ,E (D.i, _ D,C) = o;

puis des formules (/ja), combinées entre elles ,

,. a(D? - E) (D? - EJ - ,EEJ (D.>,- D,0 = o,,

^
*"'

1 [(Dr - E) (D? - EJ - ,EE,] (D..- D.Q= o.
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Lorsque, dans un double système de molécules, les équations des

mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la

direction assignée aux axes rectangulaires des j et z , se réduisent aux

formules (87), (38), (Sg), (4o), ce double système est évidemment du

nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s'effectue en

tous sens suivant les mêmes lois autour d'un axe quelconque parallèle à

l'axe des x. Alors les sommes

représentent les dilatations en surface, mesurées, pour les deux systèmes

de molécules, dans un plan parallèle au plan des j-, z; et les équations (37),

(89), (4i) déterminent séparément ces dilatations, avec les déplacements

moléculaires

I, ?„

mesurés parallèlement au même plan.

Quant aux équations (43) , elles déterminent séparément les deux dif-

férences

et se confondent avec la première et la seconde des formules (82).

Les diverses formules, rappelées ou obtenues dans ce paragraphe, pa-

raissent spécialement applicables à la recherche des lois suivant les-

quelles les ondulations de l'éther se propagent à travers les différents

corps solides ou fluides. Dans cette recherche, les équations (17), (18),

doivent correspondre aux corps isophanes, les équations (87), (38),

(39), (4o)ï aux cristaux qui offrent un seul axe optique, et les équa-

tions (i), (2), aux cristaux qui présentent deux axes optiques distincts

Tun de l'autre.



MÉMOIRE

Réflexion et la réfraction dun mouvement simple transmis d'un système de

molécules à un autre ^ chacun de ces deux systèmes étant supposé homo-

gène et tellement constitué que la propagation des mouvements infiniment

petits s'y effectue en tous sens suivant les mêmes lois.

Considérations générales.

Pour résoudre un grand nombre de problèmes de Physique mathéma-

tique, et en particulier le problème de la réflexion ou de la réfraction

d'un mouvement simple, il fallait d'abord trouver un moyen d'obtenir

les équations de condition relatives aux limites des corps considérés

comme des systèmes de molécules. Tel est l'objet d'un Mémoire que j'ai

publié il y a quelques mois , et qui a pour titre Méthode générale propre

à fournir les équations de condition relatives aux limites des corps^ etc.

(Voir les Coinptes rendus des séances de l'Académie pour le premier

semestre de l'année i83g, et aussi l'ouvrage intitulé, Recueil de Mémoires

sur divers points de Physique mathématique.) Je me propose maintenant

d'appliquer la méthode générale, exposée dans le Mémoire que je viens

de rappeler, à la recherche des lois suivant lesquelles un mouvement

simple, propagé dans un système homogène de molécules, se trouve

réfléchi ou réfracté par la surface qui sépare ce premier système d'un

second. Pour fixer les idées, je considère spécialement ici le cas où chacun

des systèmes donnés est du nombre de ceux dans lesquels les équations

des mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante

de la direction des axes coordonnés, et dans lesquels, en conséquence,

la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les

mêmes lois. Je suppose encore qu'on peut, sans erreur sensible, réduire

les équations dont il s'agit, à des équations homogènes, comme on le fait

dans la théorie de la lumière, lorsqu'on néglige la dispersion. Enfin, je

considère un mouvement simple dans lequel la densité reste invariable.

Cela posé, en joignant aux équations des mouvements infiniment petits,

les équations de condition relatives à la surface de séparation des deux

Ex. d'An, elde Ph. M, ï8
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systèmes, j'établis les lois de la réflexion et de la réfraction des mou-

vements infiniment petits. Ces lois sont de deux espèces. Les unes, indé-

pendantes de la forme des équations de condition, ont été déjà développées

dans un Mémoire antérieur sur la réflexion et la réfraction de la lumière.

Elles sont relatives aux changements qu'éprouvent les épaisseurs des ondes

planes et les directions de leurs plans, quand on passe des ondes inci-

dentes aux ondes réfléchies ou réfractées. Les autres lois dépendent de

la forme des équations de condition , et se rapportent aux changements

que les amplitudes des vibrations des molécules, et les paramètres an-

gulaires, propres à déterminer les positions des plans qui terminent ces

ondes, éprouvent en vertu de la réflexion et de la réfraction. Elles sont

exprimées par des équations finies qui renferment avec les angles d'inci-

dence et de réfraction, non-seulement les amplitudes et les paramètres

angulaires relatifs à chaque espèce d'ondes , mais encore deux constantes

correspondantes à chaque milieu. Lorsque l'on suppose ces équations

finies applicables à la théorie de la lumière , il suffit de réduire à l'unité la

seconde des deux constantes dont nous venons de parler, et d'attribuer

à l'autre une valeur réelle pour obtenir les formules de Fresnel, relatives

à la réflexion et à la réfraction opérées par la première ou la seconde

surface des corps transparents; et alors il existe toujours un angle de

polarisation complète , c'est-à-dire un angle d'incidence pour lequel la

lumière est complètement polarisée dans le plan de réflexion. Lorsqu'en

réduisant la seconde constante à l'unité, on attribue à la première une va-

leur imaginaire, on obtient les formules dont il est question dans une lettre

que j'ai adressée de Prague à M. Libri, et qui a été insérée dans les

Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences en l'année i836.

(Voir la séance du 2 mars); formules dont plusieurs ne diffèrent pas au

fond de celles que M. Mac-Cullagh a données dans uti article publié sous

la date du 24 octobre de la même année. Enfin , lorsqu'en supposant la

première constante réelle ou imaginaire, on suppose la seconde différente

de l'unité, alors, en considérant les formules auxquelles on arrive comme
applicables à la théorie delà lumière, on trouve, dans la réflexion opérée

sur la surface d'un corps transparent, une polarisation qui demeure in-

complète sous tous les angles d'incidence , comme l'est effectivement la

polarisation produite par le diamant, et l'on obtient, pour représenter les

rayons réfléchis ou réfractés par un corps opaque, des formules distinctes

de celles que j'avais trouvées en i836. Des expériences faites avec beau-

coup de soin pourront seules nous apprendre si les phénomènes, déjà
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représentés avec une assez grande précision par les anciennes formules,

le seront mieux encore par les autres.

Un résultat de mon analyse qui paraît digne d'être remarqué, c'est que,

dans le cas où la polarisation par réflexion devient complète , la dilatation

du volume de l'éther en un point donné , différentiée deux fois de suite

par rapport au temps, offre une dérivée du second ordre égale à zéro,

dans chacun des milieux que l'on considère. Donc , si celte dilatation et

sa dérivée de premier ordre s'évanouissent partout à l'origine du mouve-

ment, excepté dans une très petite portion de l'espace, elles s'évanoui-

ront encore au bout d'un temps quelconque. Il en résulte aussi que, dans

l'éther considéré isolément ou contenu par des miheux qui polarisent

complètement la lumière, les vibrations dirigées dans le sens des rayons

lumineux , ont une vitesse de propagation nulle. On peut donc admettre

que les vibrations de cette espèce ne se propagent pas , et demeurent cir-

conscrites dans l'espace où elles ont pris naissance. C'est du moins le ré-

sultat auquel on parvient lorsqu'on suppose les équations des mouvements

infiniment petits réduites à des équations homogènes , c'est-à-dire lorsque

dans la théorie de la lumière, on s'arrête à la première approximation.

La bienveillance avec laquelle les géomètres et les physiciens ont

accueilli mes précédents Mémoires, m'encourage à leur présenter avec

confiance ce nouveau travail, dans lequel se trouve traité
,
pour la pre-

mière fois, par des méthodes rigoureuses substituées à des formules em-

piriques ou à des hypothèses plus ou moins gratuites, le problème de

la réflexion et de la réfraction des mouvements infiniment petits.

5 P"^. Équations des mouvements infiniment petits dun sjsteme homogène de molécules.

Réduction de ces équations, dans le cas oit elles deviennent indépendantes de la direc-

tion des axes coordonnés.

Pour obtenir, sous la forme la plus simple , les équations des mouve-

ments infiniment petits d'un système homogène de molécules, il suffit de

réduire à zéro les variables ^^ , >j^ , ^^, dans les équations (6) de la page

qui deviennent alors ^^^^n

((L~DO?+R>i + Q?= o,

(i) )Re+(M -DO^+P?= o,

(Q?+P>i + (N-DOf= o.

Dans ces équations

i8..
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sont les trois déplacements d'une molécule , considérés comme fonctions

du temps t et des coordonnées rectangulaires x^ y^ z\ tandis que

L, M, N, P, Q, R,

peuvent être censés représenter des fonctions entières des caractéristiques

D., D„ D,.

Seulement, dans le cas général, ces fonctions entières, développées sui-

vant les puissances ascendantes de D^, D^, D, , sont composées d'un

nombre infini de termes.

Dans le cas où les équations (i) prennent une forme indépendante delà

direction des axes coordonnés (voir les pages loi et suivantes, et aussi

le Mémoire sur la théorie de la lumière , lithographie sous la date

d'août i836, pages 55 et 59) , on a

L = E + FDi, M = E + FD^ N = E + FD:,

\

P = FD,D,, Q = FD.D,, R = FD^D,,

E , F , désignant deux fonctions entières du trinôme

d:. + d; -H d:-

et par suite

,

(2) (Dr-E)? = FD,u, (Dr~E)>i = FD/., (D;— E) Ç = FD,u

,

u désignant, pour le point {pc, j^ r), la dilatation du volume déterminée

par la formule

(3) u:=.D.5 -f- D,:. 4- 0,C,

de laquelle on tire, en la combinant avec les équations (2)

(4) [i>? — E— (d: + d; + d:)f] u = o.

Soient d'ailleurs

a, Z>, c,

les cosinus des angles formés par un axe fixe, prolongé dans un certain

sens, avec les demi-axes des x^ j^Zy positives; et « le déplacement d'une

molécule, mesuré parallèlement à cet axe. On aura

(5) « = a^ + ^>i + rÇ^,
.

et l'on tirera des formules (2)

(6) (D,' - E) « = (aD, -^- ^D, + cD.)Fu,
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puis de celle-ci , combinée avec la formule (4)

,

(7) (Dr~ E) [ Dr — E — (d:+ d; 4- d^f] « = o.

Lorsque la dilatation u , et sa dérivée du premier ordre, relative à /,

savoir, D,v, sont nulles à l'origine du mouvement, elles sont toujours

nulles, en vertu de la formule (4). Alors la densité du système de molé-

cules donné reste invariable pendant la durée du mouvement ; et c'est ce

qui paraît avoir lieu à l'égard des mouvements infiniment petits de l'éther

qui, dans des corps isophanes, occasionent la sensation de la lumière.

Alors aussi la formule (3) donne

(8) D,? + D,>, + D^ = o,

et les formules (2) se réduisent à ,

(9) (Dr— E)g==o, (Dr— E)^ = o, (Dr— E)C = o.

Lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont homo--

gènes, E devient proportionnel à D^+ D^ + D^, et F se réduit à une

constante. On peut donc alors supposer

(10) E=/(Di + D; + D:),

et

(11) F=if,

/, f désignant deux constantes réelles. Cela posé, les formules (2), (4) et (7)

donneront

(
[D;— /(D: + D;4-D:)jg = /fD,.,

(12) j
[Dr-i(D:4-DJ+ D::)]^ = ifD.y,

(
[Dr— /(D^+D;+ D!)]Ç = /fD.v;

(i3) [Dr~/(i+f)(D:+D;+D:)]t> = o,

(14) [Dr — i ;D^ + d;+ BD] [Dr — / (1 + f ) (d: + d;+ d?)] « = o.

5 II. Équations symboliques des mouifements infiniment petits. Mouvements simples.

Les équations (1), (2), (3), (4), (7),... du paragraphe précédent se

trouveront vérifiées, si l'on prend pour

?, >î, ^, «^ Wr

les parties réelles de variables imaginaires

?. >î? Kj «. '^1

propres à vérifier des équations de même forme. Ces nouvelles variables
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sont ce qu'on peut appeler les déplacements symboliques ^ mesurés pa-

rallèlement aux axes coordonnes ou à un axe fixe , et la dilatation

symbolique du volume. Les nouvelles équations dont il s'agit peuvent être

pareillement désignées sous le nom adéquations symboliques* Dans le cas

où les équations des mouvements infiniment petits deviendront indé-

pendantes de la direction des axes coordonnés, on aura, en vertu des

formules (2) et (3) du §P',

(i) (D?— E) I= FD,Û, (D? — £);;= FB'v
,
(D; — E)Ç = FD.Û

;

la valeur de t> étant

{2) û = D,f + D,^ + D^;

ou, ce qui revient au même

r (D? - E)ë = FD,(r),f + D,^ + D.Ô,

(3)
j

(Dî -- E) ^ == FD, (Dj + D;» + D.Ô,

\ (D? - E)Ç = FD. (D4 + By^ + D.Ô.

Uiih moyen fort simple d'obtenir un système d'intégrales particulières

des équations (3), ou ce qui revient au même, des équations (i) et (2),

est de supposer

(4) f= Ae"*-^'-^"^^-" , ii= Be""-^"-^-^^'-^'
, Ç= Ce"'+*'^"^'"'' ;

et par suite

(5) û = (wA + i^B + îvC)e"'+*'^+^'-'S

w, V, w^ s, A, B, C, étant des constantes réelles ou imaginaires,

propres à vérifier les formules

r (s* — S)^ = ^u{uk + i>B + wC),

(6) j
(^* — ^) B = <^s> {uk + pB + wC),

/ (j* — ^) G = ^w{uk + (;B + wC); .

dans laquelle

S. ^.
représentent ce que deviennent

E, F,

quand on y remplace les lettres caractéristiques

D„ D,, D., D.,

par les coefficients

w, V, Wy s.

P'ailleurs on pourra toujours supposer que, dans les formules j(4), la
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partie imaginaire de la constante s est le produit de \/— i par une

quantité positive.

En posant, pour abréger

(7)
«• -H P* + TV» = k\

on tire des équations (6), respectivement multipliées par u, Vy w, puis

combinées entre elles par voie d'addition

(8) (s^ — S — ^^") («A -h i^B + wC) = o;

et à laide de cette dernière formule, on reconnaît facilement que, pour

satisfaire aux équations (6), on devra supposer ou

(9) s^ = (g, wA -h ('B -h wC = o,

ou

(10) s^ = ^+^k*,
J
= ^= ^^.

On arriverait aux mêmes conclusions en observant que, si l'on nomme

a, b, c,

les cosinus des angles formés par un axe fixe , avec les demi-axes des x
,

y, z positives, « le déplacement mesuré parallèlement à cet axe, et « le

déplacement symbolique correspondant, on aura , en vertu des formu-

les (5),(7)du§I",

(11) ft = aS + h + c^,

(12) (D?— E)[D? — E— (Di+ D;+ D:)E]« = o,

et que de ces dernières, combinées avec les formules (4), on tirera

(i3) (J* — S)(s' — é' — ^k*) = o.

Le système d'intégrales particulières des équations (3), représenté

par les équations (4) jointes aux formules (9) ou (10), est ce que nous

appelons un système d'intégrales simples; et le mouvement représenté

par ces intégrales simples , est un mouvement simple. Dans un semblable

mouvement, si l'on pose pour abréger

(i4) aA + ^B + cC = O,

la valeur de « déterminée par la formule (11) sera

(i5) « = Oe""+"^+^'-''i

Cela posé, soient
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(16) «r:=:U-f-l^V^^, <^ = V 4-V\/^^, TV= W+ W V/IIT^
,

(17)
j- = S -f- s v/I^,

(18) o=he-^^,
u, V, w, s, U, V, W, S, h, <^, désignant des constantes réelles, parmi

lesquelles

s, h,

peuvent être censées positives , et prenons encore

(19) k = \/^+ v*+ w% R = \/rj»4-v*+ W%
(20) kî^ = i)x + vjr + W2 , Kr = Ux + Vj + Wz.

Les valeurs numériques de
r, R,

exprimeront les distances d'une molécule aux deux plans invariables,

représentés par les équations

(21) ux + vj4-ws = o, (22) U.r + Vjr + Wz= 5

et la formule (] 4) donnera

(23) «= heK'''-S*e(k—s'+<^)v/::^

puis on en conclura

(24) « =: he^»^— s^ cos(kt/— Sif+ 'îzr).

En vertu de cette dernière formule, le déplacement « s'évanouit, 1° pour

une molécule donnée , à des instants séparés les uns des autres par des

intervalles dont le double

(a5) T = ^
est la durée d'une vibration moléculaire, 2^ a un instant donné, pour

toutes les molécules comprises dans des plans équidistants
,
parallèles au

plan invariable que représente l'équation (21), et séparés les uns des

autres par des intervalles dont le double

277

(26) 1 =

€st la longueur dune ondulation ^ ou l'épaisseur d'une onde plane. L'expo-

ponentielle

représente le module du mouvement simple
,

K, S
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étant les coefficients d'extinction relatifs à l'espace et au temps; ^ désigne

le paramètre angulaire relatif à l'axe fixe que l'on considère,

heKR-Sf

la demi-amplitude des vibrations relatives au même axe, et

la valeur initiale de cette demi-amplitude en chaque point du plan inva-

riable représente par l'équation (22). Enfin la vitesse de propagation Ci

des ondes planes est déterminée par la formule

Dans un mouvement simple, déterminé par le système des formules

(4) et (9) , l'équation (5) donne

(28) i> = o,

par conséquent

(^9) u = o.

Donc, dans un semblable mouvement, la dilatation du volume est nulle,

ou, en d'autres termes, la densité demeure constante. Tels paraissent être,

dans les corps isophanes, les mouvements de l'éther qui donnent nais-

sance aux phénomènes lumineux.

De la seconde des formules (9) ou (10) jointe aux formules (4) on tire

(3o) u^ + vy\ + w^ zzz o^

ou

(3:)
1=^=1".

D'ailleurs la formule (3o) ou(3i) entraîne la suivante,

(Sa) w^ -f- (^/) -{- wf = o,

ou

(33) ! - ' - -
i^ W

i' lorsque les coefficients u, if, w sont réels; 2' lorsque ces coefficients

n'offrent pas de parties réelles. Dans le premier cas, les formules (32) et

(33) donneront

(34) Uf -h V» + Wf == o,

Ex. d'An, et de Ph. M, ^9
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OU \ '

]

(35) ÏÏ
^^ V ^^ w^

clans le second cas elles donneront

(36) uÇ + V» + wÇ = o

ou

(37) ? = '- = ^.
\ JJ U V w

En conséquence les vibrations moléculaires , représentées par les équa-

tions (4) jointes aux formules (g) ou (lo) , seront, dans le premier cas pa-

rallèles ou perpendiculaires au plan invariable représenté par l'équation

(22), et dans le second cas parallèles ou perpendiculaires au plan invaria-

ble représenté par Téquation (21).

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homo-

gènes , on aura, en vertu des formules (10), (11) du $1",

(38) 6 = / A^% ^ = / f

,

/,f désignant des constantes réelles, et par conséquent les valeurs de 6*

que fournissent les équations (9), (10) deviendront

(39) s' = tk\ s' = i{i + qÂ%
ou, ce qui revient au même

(/40)
• ^" = /(w^+t^'+wt^'), s^ == /(r + f)(w* + t^* + w^y

^ HT. Sur les perlurbaiions quéproui^ent les mouifements simples, lorsque les équations

des mouvements infinimentpetits sont altérées dans le voisinage d'une surface plane.

Concevons que , les molécules qui composent le système donné étant

toutes situées d'un même côté d'un plan fixe , la constitution du sys-

tème, et par suite les équations des mouvements infiniment petits se

trouvent altérées dans le voisinage de ce plan. Supposons, par exemple,

que, toutes les molécules étant situées du côté des x positives, les équa-

tions des mouvements infiniment petits conservent constamment la même
forme pour des valeurs de x positives et sensiblement différentes de zéro,

mais que, dans le voisinage du plan des ^,2, ces équations changent de

forme sans cesser d'être linéaires, et de telle sorte que les coefficients des

variables principales

et de leurs dérivées, devenus fonctions de la coordonnée Xj varient
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très rapidement avec elle entre les limites très rapprochées

:r = o, jc = e.

Supposons d'ailleurs que , dans ces mêmes équations, transformées d'abord

en équations différentielles par la méthode développée dans un précédent

Mémoire, puis ramenées au premier ordre, et résolues par rapport à

les produits des coefficients ou plutôt des variations par la distance «

restent très petits. Alors un ou plusieurs mouvements simples
,
propagés

séparément ou simultanément dans le système donné, éprouveront dans

le voisinage du plan fixe des ^, z, des perturbations en vertu desquelles

les valeurs des déplacements effectifs

?i ^^ K^

et par suite des déplacements symboliques

1-, ^, c?

se trouveront altérées pour de très petites valeurs positives de x\ mais,

à l'aide des principes établis dans le Mémoire dont il s'agit, on prouvera

que les valeurs altérées et les valeurs non altérées sont liées entre elles

par certaines équations de condition qui subsistent dans le voisinage du

plan fixe, et spécialement pour une valeur nulle de la coordonnée x.

Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Considérons, pour fixer les idées, le cas où, avant d'être altérées, les

équations des mouvements infiniment petits sont homogènes et indépen-

dantes de la direction des axes coordonnés. Alors les équations symbo-

liques de ces mouvements, c'est-à-dire les équations (3) du §11, seront,

pour des valeurs de x positives et sensiblement différentes de zéro, dé-

terminées par des équations de la forme

(i)
j [D.^_;(D/-fD/^D,*)];;= /fD/D,f+ D,>? + D,0,

Alors aussi les déplacements symboliques, correspondants à un mouve-

ment simple, seront, pour des valeurs de x positives et sensiblement

différentes de zéro , déterminées par des équations de la forme

les constantes

w, t», w, 5^, A, B, C,
19..
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étant assujéties à vérifier l'un des deux systèmes d'équations

(3) ^-'^= / (w^ -+- i^'
-f* w"), wA. + pB + wC= o,

dans lesquels /, f représentent deux quantités réelles. Le mouvement

simple dont il s'agit sera du nombre de ceux qui ne s'éteignent point en se

propageant, si les coefficients d'extinction relatifs à l'espace et au temps

s'évanouissent, c'est-à-dire, en d'autres termes, si les coefficients

u, i>, w, s,

des variables indépendantes dans l'exponentielle

«X + KX -f- W2 St

n'offrent pas de parties réelles
,
par conséquent , si l'on a

(5) U=ZIJ \/^I, (^= V\/ 1, W=:W\/ 1, S~Sy/ I,

u, V, v^, s étant des quantités réelles. Le même mouvement simple sera

du nombre de ceux dans lesquels la densité de l'éther reste invariable, si

les valeurs précédentes de

w, t^, w, s,

vérifient la première des équations (3) , réduite à

(6) s^ = / (u> + V* + w')
;

ce qui suppose la constante / positive. C'est ce qui aura lieu, par exemple,

si en posant pour abréger

(7)
k= Vu* -h v^ +~w% a=\/'i,

on prend

(8) s = nk.

Alors, le mouvement simple sera représenté par le système des équations

(9)
J

- ^g^(.. + vr + w.-sOl/^^

jointes à la formule (8) et à la seconde des formules (3), ou, ce qui revient

au même, à la suivante

(10)
'

uA+ vB + wC = o.

Si d'ailleurs on pose

(11) u^ + v^ + w;s = k-Oy
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et

(12) A = ae^^'^, B = he'"^^ , C = ce'^^,

a, b, c, désignant des quantités positives, et A, /u^ v, des arcs réels, les

formules (9) deviendront

(i3)g=ae , »=be
,
Ç=ce

,

et l'on en conclura

(14) g = acos{kt—s^+A), y] = bcos(kt>—s^+A^)? C= ccos(kï—s^+v).

Soient maintenant

(.5)
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comme invariables, et devant acquérir, dans chaque système d'intégrales

simples les valeurs fournies par les trois dernières des équations (5j.

Or dans cette hypothèse, on tirera des équations (3) ou (4), jointes à

la formule (6), et à la première des formules (7),

C,^) w* = — u% uA + (vB + Y^C) \/^^ = o,

ou
k» A B C

(,8) «• = V» + W _ —,, - = ^^^ = ^^^^-.

Il en résulte que, dans un mouvement simple correspondant aux va-

leurs imaginaires données de (^, w, s^ le coefficient u peut acquérir

quatre valeurs distinctes, puisqu'on peut satisfaire à la première des

équations (17), en prenant won-seulement

(19) u = u\/— I,

mais encore

(20) M = — uv/— I
,

puis à la première des équations (18), en prenant

(21) w=(^--v» — w*) \/^^, ou w==— (^^^—V*—w^yv/:::r^,

si l'on a

(22) -[^{> ^' + ^''

et en prenant au contraire

(.3) «=(v+W--^y, ou «=_(v'+w'--^^)
,

si Ton a

(24)
V + w > ^^.

observons à présent que^ si la formule (22) se vérifie, aucune des quatre

valeurs de u n'offrira de partie réelle, et qu'en conséquence aucune d'elles

n'offrira de partie réelle négative, ou, en d'autres termes, inférieure à

celle de

u = v\/— I .

Donc alors, en vertu des principes établis dans le Mémoire ci-dessus

rappelé, les valeurs de

'^, >»> Ç. ^> Xf 4>
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relatives au mouvement simple qui correspond à la valeur précédente

de w, vérifieront pour a: = o, les équations de condition

(25) ?= ?o, y>=y^o, C= Co, ^==^oy X=Xo, C=Co-

Si au contraire la formule (24) se vérifie, alors des quatre valeurs de u,

celle que détermine la seconde des équations (23), offrira seule une partie

réelle négative. Donc alors les valeurs de Ç, îi,. . . relatives au mouve-

ment simple dont il s'agit, vérifieront pour a^= o les équations de con-

dition que Ton obtiendra en supposant dans la formule

A K G uk v^ wQ '

les constantes

Uj \>y Wf A, B, G,

choisies de manière que l'on ait

. A B C
' v 7 ^ ' M yy — I w \/ — i'

la valeur de 'O étant

(.6) « = (v -f. ^v- - ^^)%

on aura, dans ce cas, pour jc = o,

(27;
— —

Avant d'aller plus loin, cherchons à reconnaître d'une manière pré-

cise, dans quels cas subsistent les diverses formules ci-dessus établies.

Pour y parvenir, nous remarquerons d'abord que les diverses puis-

sances des caractéristiques

D„ D,, D.,

renfermées dans les équations symboliques des mouvements infiniment

petits se transforment en puissances, de mêmes degrés, des coefficients

quand on suppose ces mouvements infiniment petits réduits à des mou-
vements simples, c'est-à-dire quand on suppose les déplacements sym-

boliques proportionnels à une seule exponentielle de la forme
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Alors les fonctions de D,, D,, D,, représentées par

L, M, N, P, Q, R,

dans les équations (i) du § P"*, se transforment en des fonctions de w,

i^, w, désignées par

4L, ^, SfL, ^, ^, Si,

dans les précédents Mémoires. Dans cette hypothèse, réduire, comme
nous l'avons fait, les équations des mouvements infiniment petits à des

équations du second ordre, ou en d'autres termes, réduire

L, M, N, P, Q, R,

à des fonctions qui soient du second degré par rapport au système des

caractéristiques D,, Dy, D,, c'est évidemment réduire

J^, DVo, SfL, (S, ^, Si,

à des fonctions qui soient du second degré par rapport au système des

coefficients u, v, w. D'ailleurs, comme on l'a vu dans le Mémoire sur

les mouvements infiniment petits d'un système de molécules, si l'on

nomme
X, J'y 2,

les coordonnées d'une molécule m du système donné, et

X + X, jr + y, z + z,

les coordonnées d'une autre molécule /w, les valeurs de

4L, 31L, X, ^, ^, Ji,

seront représentées par des sommes de termes correspondants aux di-

verses molécules m voisines de m , et dont chacun , considéré comme
fonction de u,v,w, sera proportionnel à la différence

ux+t^y-fwz

mais s'évanouira sensiblement hors delà sphère d'activité de la molécule m.

Donc réduire les équations des mouvements infiniment petits au second

ordre, c'est négliger dans le développement de cette différence, c'est-à-dire

dans la somme

. .
("X -4- ^y -l- 'ï^z)»

I
("X -f- ^'Y -f '^'^^y

,

I .2

les puissances du trinôme

ux -f- i^y + wz
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d'un degré supérieur au second. Or, il sera généralement permis de né-

gliger ces puissances, au moins dans une première approximation, si le

module du trinôme
«X -f- (^y + wz

reste très petit pour tous les points situés dans l'intérieur de la sphère

d'activité sensible d'une molécule; et cette dernière condition sera rem-

plie elle-même, si le rayon de la sphère dont il s'agit est très petit, par

rapport aux longueurs d'ondulations mesurées dans un mouvement sim-

ple qui ne s'éteigne pas en se propageant. En effet, dans un semblable

mouvement, w, t^, w, seront de la forme

u, v, w^ désignant des constantes réelles j et le plan d'une onde, paral-

lèle au plan invariable représenté par l'équation

u.r + vj + wz =r o,

formera avec les demi-axes des coordonnées positives des angles dont

les cosinus seront respectivement proportionnels à

u, V, w,

tandis que l'épaisseur d'une onde sera représentée par

1 = ~
la valeur de k étant

k = y^u»-f-v*H-w».

D'autre part , si l'on nomme r le rayon vecteur mené de la molécule m à

la molécule m , et cT l'angle formé par le rayon vecteur r avec la perpen-

diculaire au plan d'une onde, on aura

r= \/x*+ y^+V,

ux + vy + wz == krcoscT = 27r t cos cT;

et il est clair que le produit

Z'TC T COS cT

deviendra très petit en même temps que le rapport

r

Donc le module du trinôme

ux + ^y + îvz,

Ex. d'An, et de Ph, M, ^ 20
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représenté dans le mouvement simple que Ton considère par la valeur

numérique de la somme

ux + vy 4- wz = -^TT j cos cT

,

restera très petit, si le rayon vecteur r, supposé inférieur ou égal au

rayon de la sphère d'activité sensible d'une molécule , est très petit par

rapport à la longueur d'une ondulation.

Lorsque la condition ici énoncée sera remplie , et qu'en conséquence

les équations des mouvements infiniment petits pourront être, sans er-

reur sensible, réduites à des équations du second ordre, ces dernières

renfermeront généralement des termes du premier ordre et des termes du

second ordre. Il semblerait au premier abord que ceux-ci devraient encore

être considérés comme très petits par rapport aux autres. Mais on doit

observer que les coefficients des dérivées du premier ordre seront des som-

mes composées de parties, les unes positives, les autres négatives, et qui,

dans beaucoup de cas, se détruiront réciproquement. C'est ce qui arrive

en particulier, quand le système de molécules est constitué de telle ma-

nière, que la propagation dn mouvement s'effectue en tous sens suivant

les mêmes lois. Il en résulte que, loin de négliger les termes du second

ordre vis-à-vis des termes du premier ordre , on devra plus généralement

négliger ceux-ci vis-à-vis des termes du second ordre, ce qui suffira

pour rendre homogènes les équations du second ordre auxquelles on sera

parvenu.

Considérons maintenant en particulier les conditions relatives aux

points situés dans le plan fixe des j, z. D'après ce qu'on a dit, ces condi-

tions supposent qu'on obtient des produits très petits en multipliant la

constante é, c'est-à-dire la distance au plan fixe, en-deçà de laquelle les

perturbations des mouvements infiniment petits deviennent sensibles, par

certains coefficients renfermés dans ces mêmes équations. D'ailleurs en

vertu des principes développés dans le Mémoire qui a pour titre : Méthode

générale propre à fournir les équations de condition relatis^es aux limites

des corps y les coefficients dont il s'agit seront généralement ceux par les-

quels se trouveront multipliées les variables principales

f? ^•> f? ^? xj 4'

dans les équations symboliques des mouvements infiniment petits, trans-

formées d'abord en équations différentielles par la substitution des cons-

tantes
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aux caractéristiques

Dy, D., D,,

puis ramenées au premier ordre par l'adjonction des variables principales

<P, X-) '^9 ^ux variables principales Ç, >î, C> ^t résolues par rapport à

É. ^ ^ ^ ^ ^
dx* dx^ dx"* dx^ dx^ dx'

Mais il est important d'observer que, si, dans un mouvement simple, l'é-

paisseur l des ondes planes devient très petite, les constantes

offriront de très grands modules comparables à la quantité

k— -
Alors les dérivées

seront elles-mêmes comparables aux produits

kg, k»5 kÇ;

et comme, dans les équations des mouvements infiniment petits réduites

à des équations homogènes du second ordre, puis transformées en équa-

tions différentielles, les divers termes resteront tous comparables les uns

aux autres, les coefficients qui, multipliés par ê, devront fournir des

produits très petits, seront , dans les valeurs de

d(i) d^ d^
Tx' di' Tx'

exprimées en fonctions linéaires de

?5 '1? c? cp, X, 4'
û les coefficients de

^^ %) 4^
ou ceux de

k|, k^, kC.

On peut ajouter que les coefficients de <p dans la valeur de ^ , de %

dans la valeur de ^, etc. . ., auront, dans le mouvement trouble des va-

20..
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leurs comparables à celles qu'ils acquièrent dans le mouvement simple et

non troublé , c'est-à-dire au coefficient u
,
par conséquent à la constante k.

Donc, en définitive, pour que la valeur de la distance g permette aux

conditions relatives à la surface de subsister, il suffira que le produit

reste très petit, ou, en d'autres termes, que la distance 6 soit très petite

relativement à la longueur d'une ondulation.

Cette condition étant supposée remplie, les formules (a5) ou (27)

subsisteront, pour j<r=o, dans les circonstances que nous avons indiquées^

si les variables

?? >î? c>

représentent les déplacements symboliques relatifs à un mouvement simple

pour lequel on aurait

M= u \J—• I .

Il y a plus : en vertu des principes établis dans le Mémoire déjà cité, on ar-

rivera encore aux formules (aS) ou (27), si les variables

f? >i? Çj

représentent les déplacements symboliques relatifs à un mouvement J simple

pour lequel on aurait

M=— u v/— ï?

ou même les déplacements symboliques relatifs à un mouvement résultant

de la superposition de deux mouvements simples, pour l'un desquels on

aurait

w= u \/— I ,

tandis qu'on aurait pour l'autre

uz=L— u V^— I •

Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante.

Théorème. Considérons un système homogène de molécules situé par

rapport au plan des^, z du côté des x positives, et pour lequel les équa-

tions des mouvements infiniment petits, indépendantes de la direction des

axes coordonnés, puissent se réduire, sans erreur sensible , à des équations

homogènes du second ordre, par conséquent aux formules (i). Supposons .

en outre que, dans le voisinage du plan des^, 2, et entre les limites très

rapprochées
a: = o, x= «,
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ces équations changent de forme, les coefficients des déplacements effec-

tifs ou des déplacements symboliques et de leurs dérivées devenant alors

fonctions de la coordonnée x. Nommons

<Pj Xj 4>
les dérivées premières de

f > ^^ C?
relatives à a:, et

_ _ _ —
Çoj^o» Co) ^oy Xo> "YO)

ce que deviennent, pour a:= o, les valeurs de

f j >îj Ki ^î %? 4?

correspondantes à un mouvement infiniment petit, propagé dans le système

de molécules donné, quand on a égard aux perturbations de ce mouve-

ment indiquées par l'altération des équations (i) dans le voisinage du plan

des ^, jz. Enfin , supposons que le mouvement dont il s'agit soit un mouve-

ment simple qui ne s'éteigne point en se propageant, ou bien encore qu'il

résulte de la superposition de deux mouvements simples de cette espèce,

correspondants aux mêmes valeurs imaginaires des coefficients

^, w^ s^

mais à des valeurs imaginaires de «, qui, étant égales au signe près, se

trouvent affectées de signes contraires. Si d'ailleurs la distance 6 est très

petite relativement à la longueur d'une ondulation, les valeurs de

?> >iy Ç> ^j %? 4?

calculées comme si le mouvement simple n'éprouvait aucune perturbation

dans le voisinage du plan desj*, 2, vérifieront, pour :c= o, les conditions

(25) ou (27), savoir les conditions

si l'on a

et les conditions

.^-f>V+ W,

si l'on a
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Les mêmes principes peuvent servir encore à établir les équations de

condition auxquelles devraient satisfaire, pour x = o^ les valeurs de

?5 >15 Çj h X? ^J

relatives soit à des mouvements qui s'éteindraient en se propageant, soit à

des mouvements accompagnés d'un changement de densité. Mais, nous bor-

nant pour l'instant à indiquer ces diverses applications de nos formules gé-

nérales, nous allons nous occuper plus spécialement des formules particu-

lières que nous venons de trouver et développer les conséquences qui s'en

déduisent.

Les valeurs de (^, w étant

(28) i> = Y V^— I , w = w V— I ,

la formule (27) peut s'écrire comme il suit

/ \ ?—|o g—gp C—^o <P— <Po Z—Zo •4^—4^0

V 9^ _X3 \^ w XD^ — Vu —Vw'

D'ailleurs on tire de cette dernière , non-seulement

y — *}o g— Ço

et - ^ _ __

5 .5 Z — Zo ^ — -4^0

^ ^"^ — ~ — ~~^ '

par conséquent

mais encore

_l_^_,2-^_ ~^-f^+^-l) + cQ;-i;„)
I - 1

-

;:*'"" 1; ^° — 15
^

t5' — XD^ — av+r^'

quels que soient les facteurs a, f , et par suite

— _ /•_ _ _ '*

(3 (p + a? + % = (Po + afo +^%,

si l'on choisit ce, ê de manière à vérifier la formule

(32) 'O^ -- a'O ^ S = o.
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§ IV. Sur les conditions générales de la coexistence de mouvements simples , \que

l'on suppose propagés dans deux portions différentes d'un système moléculaire

,

diversement constituées et séparées l'une de l'autre par une surface plane.

Considérons deux systèmes homogènes de molécules, séparés par une

surface plane que nous prendrons pour plan des j^, z, ces deux systèmes

n'étant autre chose que deux portions différentes d'un même système dont

la constitution change quand la coordonnée x passe du négatif au positif,

et reste sensiblement invariable de chaque côté de la surface de sépara-

tion , excepté dans le voisinage de cette surface. Soient

Ç, >i, C et f, >u C,

les déplacements effectifs et symboliques d'une molécule, correspondants

à un ou à plusieurs mouvements simples propagés dans le premier des

systèmes donnés, que nous supposerons situé du côté des x négatives;

et nommons _
<Pi x> 4 ou cp, X, 4,

les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par rap-

port à X, Soient pareillement

r. "'. ç' et f, ?, f,

les déplacements effectifs ou symboliques correspondants à un ou plusieurs

mouvements simples propagés dans le second système, situé du côté des

X positives; et nommons encore

cp', %', 4' ou ^', x\ ^',

les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par rap-

port à X. Soient enfin

foi ^o? Coî ^oi ^o'i yot
ou _

?o, >'o? Ko, <Po, %o, 4o^

ce que deviennent les déplacements effectifs ou symboliques et leurs dé-

rivées pour les points situés dans le plan des^, z. Si les deux espèces de

mouvements simples que Ton suppose propagés dans les deux systèmes

donnés de molécules peuvent coexister, alors, en raisonnant comme dans

le § m, on obtiendra, i° entre les différences
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2° entre les différences

des équations de condition qui devront se vérifier pour une valeur nulle

de x; puis, en éliminant

§oî ^o) Ço? ^oî Xo? 'Yo?

entre ces deux espèces d'équations de condition , on en obtiendra d'autres

entre les seules variables

?, >^, ^, ^, X, 4; f> ^^ C', ?. %', 4'-

Les nouvelles équations de condition, ainsi obtenues, devront, comme les

précédentes, subsister seulement pour une valeur nulle de oc; et les unes

comme les autres seront linéaires par rapport aux déplacements symbo-

liques et à leurs dérivées. En conséquence , après l'élimination de

fo, ^o^ ^o, ^oi Xoy 4o»

la forme la plus générale d'une équation de condition sera

(0 r+ r= o,

r désignant une fonction linéaire des variables

ç? ^, ly ^, X, 4»

composée de six termes respectivement proportionnels à ces mêmes va-

riables et r' une fonction de la même espèce, mais composée avec les

variables ___.._ —
!', ^', l', ?', X', 4'-

Si l'on suppose qu'un seul mouvement simple se propage dans le

système de molécules sit'ué du côté des x négatives, les valeurs de

?, >i, K, 9i X» 4'

correspondantes à une valeur nulle de a?, seront de la forme

u V w s A, B, C, désignant des constantes réelles ou imaginaires; et

par suite, la valeur de T correspondante à a^= o, sera de la forme

y désignant une nouvelle constante. Si au contraire plusieurs mouvements
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simples, superposés les uns aux autres, se propagent simultanément dans

le premier des systèmes donnés, et si l'on admet que les déplacements

symboliques deviennent proportionnels, dans l'un de ces mouvements
simples , à l'exponentielle

«j; 4. <<r -f wg —st

dans un autre à l'exponentielle

e"'" + "^^+ ^''-^'% etc.,

la valeur de F, correspondante k x= o, sera de la forme

(2) T = ye ^^ + -'^-^^ ^ ^^e'^.^ + ^z-V+ . . .
^

y^y^,... désignant diverses constantes. Pareillement, si divers mouve-

ments simples se propagent dans le second système de molécules, et si

l'on admet que les déplacements symboliques deviennent proportionnels

,

dans l'un de ces mouvements simples, à l'exponentielle

dans un autre à Texponentielle

€tc. . .5 la valeur de T\ correspondante à x= o, sera de la forme

(3) r= ye^'-^-^^'^-^'^+....

Cela posé, l'équation (i), réduite à

(4) ^e^-^-^^'^-^'+ ^.e ''"'"*"'"''"'''+.•. +y^''''"^ ""''"'''+... =0,

entraînera la formule

(5) >+>;+• .+y + ...=o,

à laquelle elle se réduira identiquement si l'on a

(6) \ w= w,= . . , ==w\ , .,

Il y a plus : si les constantes

y, y,,. . .y\..,

diffèrent de zéro, l'équation (4), qui doit subsister quelles que soient les

valeurs attribuées aux variables indépendantes^, z, t, entraînera toujours

non-seulement l'équation (5), en laquelle elle se transforme, quand on ré-

Mx, dAn, et de PK M. 21
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âuiij, z et tk zéro^ mais encore les formules (6). C'est ce que l'on dé-

montrera sans peine à l'aide des considérations suivantes.

L'équation (4) , devant subsister, quels que soient^, ;3 et ^, donnera,

pour z=o et t= o,

ye^y -I- y^e>y + . . . -f- y^e"'^ + . . . = o.

Si, dans cette dernière équation, et dans ses dérivées des divers ordres,

relatives à/, on posejrï=o, on trouvera

( ? + 7/ + • • < + y -h . . . :;=^ o,

/
) ; ?^ + >/^/ + . .

. 4- ^V + ... = o,

j
>^'4- 7,^;+ . .

. + >v^ +...=: o,

^ etc.

Or, il est facile de s'assurer que les équations (7), dont on peut supposer

le nombre égal à celui des coefficients

entraînent la première des formules (6). En effet, admettons, par exemple,

que ces coefficients se réduisent à trois

7^ Jn y'-

Alors, en éliminant deux d'entre eux des équations (7), c'est-à-dire, des

formules

y ^->; +y' —"^1

y^ +yi^i +>v =0,
y^" + y,^" + ?'^'' =^ «.

on trouvera successivement

y (^—^/) (^—^O= O' y. (^—^') (^/— ^)= o. y' (^'—i^) {^'—v) = o;

et par suite , si

>. >/. y.

diffèrent de zéro , les trois différences

devront s'évanouir, en sorte que la première des formules (6j devra être

vérifiée. Eu égard à la forme des équations (7), la même démonstration

reste applicable, quel que soit le nombre des coefficients >?>/,•.>',...;

et d*ailleurs on pourra évidemment établir de la même manière la seconde

et la troisième des formules (6).

Lorsqu'un mouvement simple propagé dans un système de molécules
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atteint une surface plane qui sépare ce premier système d'un second , il

donne très souvent naissance à d'autres mouvements simples, les uns ré-

fléchis, les autres réfractés, qui coexistent tous ensemble, mais qui ne

pourraient plus coexister , dans le double système de molécules que Ton

considère, si l'on venait à supprimer quelques-uns d'entre eux. Ainsi, par

exemple, lorsque ces deux systèmes sont tels qu'un mouvement simple,

propagé jusqu'à leur surface de séparation, donne naissance à deux mouve-

ments de cette espèce, l'un réfléchi, l'autre réfracté, on ne saurait conce-

voir deux de ces trois mouvements propagés seuls dans le double système

de molécules. Donc alors l'équation (i) ou (4) ne peut subsister, lorsqu'on

supprime l'un des trois mouvements simples; ce qui aurait lieu toutefois,

si l'une des constantes

venait à s'évanouir. Donc, si l'on applique l'équation (i) ou (4) à la ré-

flexion et à la réfraction des mouvements simples , elle entraînera généra-

lement les formules (6).

Supposons l'équation (4) effectivement appliquée à la réflexion et à

la réfraction d'un mouvement simple* et soient dans cette même équation

le terme qui correspond aux ondes incidentes

,

^^^^vr+w,.-v^etc....

ceux qui correspondent aux ondes réfléchies ; enfin

ye , etc

ceux qui correspondent aux ondes réfractées. Si l'on pose , comme dans

Je § II,

(8) u=zV\ + vj V^— I , t^ = V + v\/— I , w = W+ w v/-^ I
,

(9) ^ = S -h s V—7,

(10) k= vu"-f- v*-f-w*, K= v/u^-f-V^-l-W',

(12) a = ^ = ^,

u , v, w, s, U, V, W, S, désignant des quantités réelles, parmi lesquelles

s pourra être censée positive ; les constantes réelles

K, S,

21 . .
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représenteront , dans le mouvement incident, les coefficients d'extinction

relatifs à l'espace et au temps, et

T

la durée des vibrations moléculaires, tandis que

1

représentera l'épaisseur des ondes planes , et

a
leur vitesse de propagation. De plus, les plans des ondes étant tous pa-

rallèles au plan invariable représenté par l'équation

(i3) ua: -f- v^ + wz = o,

et la constante u devant être positive dans le cas où , comme on doit le

supposer, les ondes incidentes en se propageant se rapprochent du plan

des j^, z'j si l'on nomme r l'angle d'incidence ^ c'est-à-dire l'angle aigu

formé par une droite perpendiculaire aux plans des ondes avec l'axe des x,

on aura , dans le cas dont il s'agit

,

..Mi:;up^ •>- COS T = ,

"^ = l,

et par suite

smr = ^1 T' —

-

= -—f-—

;

puis on en conclura

(î4) u = kcosT, V^v*+w* = ksinr.

Quant au plan invariable représenté par l'équation

(i5) Ux + Yr + Wjz = I,

il sera celui duquel s'éloignent de plus en plus les molécules dont les

vibrations deviennent de plus en plus petites , et disparaîtra si le mouve-

ment incident est du nombre de ceux qui ne s'éteignent point en se

propageant.

Soient maintenant

U;, yj, w^, s,, U^, V^, W,, S^, k^, R^, 1^, T^, n,, T^, etc

ou

u% vS w', sS U', r, ws S', k', R', r, r, n', r', etc

ce que deviennent les constantes réelles

u, V, w, s, U, V, W, S, k, R, I, T, a, r, etc.,...
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quand on passe des ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfractées.

Les formules (6), jointes aux équations (8), (9), (10), (11), (12), (14),

entraîneront évidemment les suivantes

( w= w^ =

,

V= V,=.

(16)

(17)

('«)
{ w=w;=

(19) s = s, =
On tirera d'ailleurs de la formule (17)

(ao) T = T, =..

et des formules (16),

V ...,

...
y

w
s'

V . . .
,

S' . . .

.

== T'

ou , ce qui revient au même
,

(21) ksinr = k^ sinr^ ==. . .= k'sin t'. .
.

,

et par suite

(2.)
smr sinT^

"T ~ T"
sinr

rX '
'

Il résulte de la formule (20) que la durée des vibrations moléculaires

reste la même dans les mouvements incident, réfléchis et réfractés. Il

résulte de la formule (22) que Vangle dincidence r, l'angle de réflexion

T^,. . . Vangle de réfraction t',. . . offrent des sinus respectivement pro-

portionnels aux épaisseurs 1,1^,... F,. . . des ondes incidentes, réfléchies

et réfractées. De plus, comme les plans invariables, représentés par les

formules (i3) et (i5), ont pour traces sur le plan des j", z, les droites

représentées par les équations

(23) v^- + wz = o,

(24) Yj +Wz= o,

il résulte des formules (r6) et (18), que ces traces restent les mêmes,

quand on passe du mouvement incident aux mouvements réfléchis ou

réfractés. Donc les plans des ondes incidentes, réfléchies et réfractées

coupent le plan des j", z, ou en d'autres termes, la surface réfléchissante

suivant des droites qui sont toutes parallèles les unes aux autres; et, si

par un point donné de la même surface on mène des perpendiculaires
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par conséquent aussi l'équation

(28) U^==:-_-U.

Or de cette dernière, jointe aux formules

on tirera
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§ V. Sur les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvements simples dans les

milieux isotropes.

Pour obtenir complètement les lois de la réflexion et de la réfraction

des mouvements simples dans les milieux isotropes, il faut joindre aux

lois générales établies dans le paragraphe précédent, celles qui résultent

de la forme particulière sous laquelle se présentent les équations de con-

dition relatives à la surface de séparation de deux semblables milieux.

Pour fixer les idées, nous nous bornerons ici à considérer le cas où,

dans chaque système de molécules, les équations des mouvements infini-

ment petits peuvent être réduites sans erreur sensible à des équations

homogènes du second ordre; et nous supposerons que le mouvement

incident, étant simple, donne naissance d'une part à un seul mouvement

simple réfléchi, d'autre part à un seul mouvement simple réfracté; ces

trois mouvements étant du nombre de ceux dans lesquels la densité reste

invariable. Enfin nous prendrons la surface réfléchissante pour plan

des y j z. Gela posé, soient pour le premier milieu, situé du côté des x
négatives, _ _ _ _ _ —

Z, >», f, cp, %, 4»

les déplacements symboliques d'une molécule, et leurs dérivées relatives

à a:, dans le mouvement incident, ou dans le mouvement réfléchi, ou

bien encore dans le mouvement résultant de la superposition des ondes

incidentes et réfléchies. Soient au contraire, pour le second milieu situé

du côté des x positives
,

les déplacements symboliques d'une molécule et leurs dérivées relatives

à X dans le rayon réfracté. Les valeurs de ^, », Ç, relatives au mouve-

ment incident, seront de la forme

les constantes réelles ou imaginaires «, (^, w, s, A, B, G, étant liées

entre elles par les équations

(2) s'' == / (w"* + (^* + w») , Au + Bi^ + Cw = 0,

et la lettre i désignant une constante réelle. Si maintenant on passe du
mouvement incident au mouvement réfléchi ou réfracté, les valeurs de

^. w, s.
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resteront les mêmes, d'après ce qu'on a vu dans le § IV; mais on ne

pourra en dire autant des coefficients

u. A, B, C,

qui feront place à d'autres représentés par

^i-> ^/ ) ^/ > C^

,

ou par -H-ĥ
u\ A', B', a,

la valeur de u^ étant it^^m

(3) w^ = — u.

En conséquence, les valeurs de Ç, », f , relatives au mouvement réfléchi,

seront de la forme

les coefficients A^, B^, C^ , étant liés k u^ i^, w, par la formule

(5) — A^w + B^(^ + C^w = o,

et pareillement les valeurs de ^\ »', f', relatives au mouvement réfracté,

seront de la forme

les constantes «', p, tv, 6", A', B', G', étant liées entre elles par les équations

(7) s^ = /(«'• -f- ç'» -I- w^), AV + BV + C'w = o,

et / étant ce que devient la constante réelle / quand on passe du pre-

mier milieu au second. Ajoutons que, si, dans le premier milieu, on con-

sidère à la fois les ondes incidentes et réfléchies, la superposition de ces

ondes produira un mouvement dans lequel les valeurs de f , >!^, Ç, de-

viendront

C'est entre les valeurs de ^, >i, ^, ^, X? 4 ^* *^^ ?'? ^^S ?> ^S %S 4')

tirées des formules (6) et (8), que devront subsister, pour 07= 0, les

équations de condition relatives à la surface réfléchissante.

Considérons spécialement le cas où les mouvements incident, réfléchi,

et réfracté sont du nombre de ceux qui ne s'éteignent pas en se propa-

Ex. d'An, et de Ph. M. 22
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géant, et où l'on a par suite

f u= v \/ I , i^= V \/ I , «^ = W \/ I , s= s \/ J ,

u, V, w, s, u', désignant des quantités réelles. Posons d'ailleurs

(lo) k = y/u^+ v'+ w», k' = \/u'*+ v*+ w'.

Comme les formules (a) et (7) ,
jointes aux formules (9) et (10), donne-

ront

' = F' ' =r*>

il est clair que les constantes réelles /, /' seront positives. Soient mainte-

nant _

Ço, >1o , Co, <Po> Xo, 4o>

ce que deviennent les déplacements symboliques d'une molécule et

leurs dérivées relatives à ^, en un point de la surface réfléchissante,

quand on tient compte des perturbations qu'éprouTent dans le voisinage

de cette surface les mouvements infiniment petits. On obtiendra, pour

^= o , entre les expressions

?» >i? Cî ^, X, 4i
et ______

?o, >'o, Ço, <Po? Xo? 4o»

des équations de condition représentées par les formules (^5) ou (27)

du § III. Donc alors, si la constante réelle que nous avons désignée par f

est telle que l'on ait

on trouvera

(12) ? = fo, >1=^o,C=Co, ^=^o,% = Xo, 4 = 4o-

Si au contraire l'on a

alors les équations de condition se trouveront comprises dans la formule

/ ,s f—fo g— yp C— Co ^— ^o x — Xo ^—•4^0
^*^/ *—O "^

j^ ""
«M/

•"" tD" "^ —Dv "^ —XDw '
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la valeur de 'O étant

(.5) t.=,(.. + w--^j)^.

Pareillement , si , en nommant f ce que devient f quand on passe du

premier milieu au second , Ton a

(16) 7^>v'+W,
on trouvera

(17) ë' = f„, ?= w„, r= ç„> = <p„, x'= Xo. ? = 4.-

Si Ton a au contraire

ff8) 7^,<V+wS
on trouvera

la valeur de tD' étant

(20) t)' = (y+ w»— T^y

.

Comme on ne connaît pas à priori la loi des actions moléculaires

,

ni par suite les valeurs des constantes f , f ', le seul moyen de savoir si ces

constantes vérifient les formules (11) et (16) ou (i3) et (18), est de cher-

cher les conséquences qui se déduisent de l'une et l'autre supposition , et

de les comparer aux résultats de l'expérience. Or, si Ton admet les for-

mules (11) et (16), alors les conditions (12) jointes aux conditions (17)

donneront
,
pour x= o

,

(2.) ë =f', ^= V, f= ç', ^ = ^', X =x', 4 =?•

De ces dernières équations, combinées avec les formules (6j, (8), on

tirera

( A + A^ = A', B + B, = B', C + C, = C

,

^^^^
\ «(A — A')=^^'A^ m(B— BJ=m'B', î/(C— CJ = w'C'j

et par suite

(a3)

(?4)

A. _ B, _
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Aw -f- Bp + Cw = o,

(25) ^—Aw + Bp + Cw = o,

ku' + B(^ -4" ^'^ = ^•

D'ailleurs on tire des formules (26) in.-.

(26) Am = Au' =0, B(> + Cw = 0,

puis de celles-ci, combinées avec les formules (9) et (i),

(27) Au = AV = 0, Bv + Cw zz: o,

et

(28) uf = Li'f =0, V>1 + wf = O,

par conséquent

(29) u^ = u'f = o, v)i + wÇ = o.

Enfin
,
pour satisfaire à la première des équations (29) , il faut supposer

que l'on a

(30) u = u' = o,

c'est-à-dire que les plans des ondes incidentes et réfractées sont paral-

lèles au plan des jr, z ? ou que l'on a

(30 ? = o,

c'est-à-dire que les vibrations des molécules sont perpendiculaires à l'axe

des X. Donc, lorsque les formules (11) ou (16) se vérifient, un mouve-

ment incident ,
que nous supposons simple , ne peut donner naissance à

un seul mouvement simple réfléchi, et à un seul mouvement simple

réfracté, que dans des cas très parliculiers, savoir, lorsque les plans des

ondes ou les directions des vibrations moléculaires sont parallèles à la

surface réfléchissante.

Au contraire, un mouvement simple pourra se réfléchir et se réfracter,

quelle que soit la direction des plans des ondes ou des vibrations molé-

culaires, si l'on suppose vérifiées non plus les formules (11) et (16), mais

les formules (i 3) et (18). Alors les variables

?5 >1? Ç? ^? %? 4?

d'une part, et les variables

f, ^', f,
^'. X', ?,
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d'autre part , se trouveront liées à

§o? >Io> fo? ^ot Xoy y07

par les formules (i4)î (iq)? tlont chacune comprendra cinq équations

distinctes ; et l'élimination de

Ço? ^o) Ço> <Po? %oj 'Yo>

entre les dix équations, dont le système est représenté par ces deux for-

mules, fournira, entre les seules variables

h ^' f? ^? %' 4?

r, ^', ç', ?, X', 4.

quatre équations de condition qui devront subsister pour or = o. Pour

obtenir ces équations de condition, on observera qu'en raisonnant comme
dans le § III, on tire des formules (i4) et (19) non-seulement

ÎV^ — ç;^ = WVIo — ^Co, 4 — ^1 = 4o - ^?o, i^g — % = ^?o— Xo

et

mais encore

(P + aÇ + - >} = cpo + a^o + -
>îo

et

pourvu que l'on choisisse a, f , de manière à vérifier simultanément les

deux formules

(32) o* — aXD + f=o, t)'* _ at)' + e = G.

On devra donc avoir alors, pour ^ = o,

(33) w^^i^l = w^' — ^^î', 4—^§ = 4'—^?'. <^|— %=i'|— %%

et

(34) ^ +af + J^ = ^' +< + J?.

De plus, comme, en vertu des équations (3^), tD, XD' sont les deux ra-

cines de l'équation du second degré

JC* CL'jC '{' €= O y
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on aura nécessairement

(35) a = tD 4- t!)', g = t)tD^

et par suite la formule (34) pourra être réduite à

- - tDf)' - — - 1010'-

(36) (P + (^ + ^0? + -->» = (P' + (^ + ^Or+ -TT^'-

Les formules (33) et (36) seront précisément les quatre équations de con-

dition demandées.

Avant d'aller plus loin , il est bon d'observer qu'en vertu des formules

(6) , (8) , les équations (33) peuvent être réduites aux trois suivantes

f37) DJ-D,f-D.>/-D,?',D,^-D,f=D/'~D.f, D,f-D,^=D,f-D,^'

,

desquelles on tire évidemment

(38) D.^—D,Ç=D.V--D,r, D,^^D4=D,r—I>4''D,?-D.r=D,f—D,/,

ou, ce qui revient au même
,

^^^-^ dz dy dz dy dx dz dx dz ' dj dx dj dx'

Les formules (39) sont précisément les trois premières des quatre formules

que j'ai données en i836 comme propres à représenter les équations de

condition relatives à la surface réfléchissante. (Voir les Nouveaux Exer-

cices, page 2o3.) / ,

-

Ajoutons que l'équation (36) peut s'écrire comme il suit

(40) ^+Dy(^+~— ^r)? = »'+ D,(^ +è' + W')?'

Observons encore qu'en vertu des formules (i)et (2) ou (4) et (5), on

vérifiera Téquation

(40 D4+D,;^+D,C=o,

en supposant les déplacements symboliques

?5 >'5 C>

relatifs au mouvement incident, ou au mouvement réfléchi, par consé-

quent aussi, en supposant ces déplacements symboliques relatifs au mou-

vement résultant de la superposition des ondes incidentes et réfléchies.



( «7' )

Pareillement, il suit des formules (6) et (7) que les déplacements sym-

boliques

relatifs au mouvement réfracté, vérifient la formule

(42) D,f + D/+ D^' = o.

Au reste, les formules (4 1) et (42) entraînent les deux suivantes

qui se déduisent immédiatement de l'hypothèse admise, puisqu'elles ex-

priment que les mouvements propagés dans chaque système de molécules

ont lieu sans changement de densité. On tirera d'ailleurs des formules

(40, (42)

D.(? - f) + D,(„ - »') + D.(C - f) = o,

OU, ce qui revient au même, eu égard aux équations (6) et (8),

D.(f _ f ') + *'(« - «') + <Hl - l') = o,

et par conséquent

i- («-«') + «'(?- n = - D.(|- f),
^^^^

' i» (X- X') + «- (4- 4')= - Di (?- r),

quelles que soient les valeurs attribuées aux variables x , j , z.

Les quatre équations de condition (87) et f4o) peuvent être remplacées

par d'autres que l'on déduit aisément des formules (i 4) et (19) combinées

avec les équations (44)» En effet, les formules (i4) et (19) donnent, non-

seulement

et par suite

(45) g — ? = —
-i^^r-^ —^ ïT^'

mais encore
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et par suite

(46) ^ ~ ^' + a(f — f) + I (^ -. ^"') = o
,

pourvu que l'on suppose

OL =z t) + XD' , e =z XD'O'.

Or les formules (45) et (4^), qui ne diffèrent pas au fond des formules

(33), (34), donneront d'abord

OU, ce qui revient au même,

(48) D.^ - B,l= D,?- D/', D, (D.^— D,Ô= D, (D.^^'- D/'j ;

puis, eu égard aux formules (44)»

(a+D,)(?—? )—--b —- ——^ -^ ——G ^;,^^^;^
— g ;;7:p^.

.

et par conséquent

uo] I
(Di + ,.« + „.')(? -r) = o,

U^D. - (i<' + «.')(« + D.)](f - f) = o,

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (35),

/ (Di + d; + D:)ë = (Di + d; + d:) f

,

D'ailleurs on tirera immédiatement des formules (48) et (5o),

(5 1 ) D.»— D,Ç= D,)i'— D,C' , D, (D.>, - D,Ç) = D. (D.»'— D.Ç'J

,

( (Di + d; + DOI = (Di + d; + d:) f

,

'''MCi^'-(^^+i^y(é+^+èO>[(i>-(i^+»y(é+é^+îl')>

Les équations de condition (5i) et (52) offrent cela de remarquable, que
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les deux dernières renferment seulement les déplacements ^, ^' mesurés,

dans l'un et l'autre milieu, suivant des droites perpendiculaires à la sur-

face réfléchissante, tandis que les deux premières renferment seulement

les déplacements >i, Ç, ou v\'
^

Ç', mesurés suivant des droites parallèles à

celte surface.

Posons maintenant pour abréger

(53) k^= u^-^ t'*+ (P*=— k* et k''^= ^^'* +(;»+ «,•= — k'\

Les conditions (48), (5o), qui doivent subsister pour xz=zo, étant jointes ,

aux formules (6), (8), donneront

B({. — C(^ 4- B^cv — C^v = B'(v — CV

,

u[(Ba^ — Ci^) — (B^çp — G^i')] = u'ÇB'w — GV),

A* (A + A,) = A'»A,

= ["'- (^'+ ^^) (è+ ^' + è')] ^''

ou, ce qui revient au même,

par conséquent

B'«. _ C. =^ (B*- - C),
(54)

(55)

'
~

(k-u + k'u') (, -"-^)+ (*"- ^') W + «') (^ + ~)

(k''u'+ k'u') (, - !:^i^) + {k"- k') (.•+ «'') (^+ ^)
£x. <r^n. e« de Ph. M. aS
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Comme, en vertu des formules (53), on a '^^fe

k'^ — k' = {W — u) {lé + m),

k'^u—k^u'= {y'^+ix^^—uu') (m—wO , k^u4- k^u'= {i>^+iv^+uu'){u+ u!)

il est clair que les équations (55) peuvent s'écrire comme il suit

(56)/ , ,2±^\

A
(..+^«4. „„') (, _ t±p^ +(„'_ „) (,. + ^.) (^ + i,) »+«

•

Les équations (54) et {55) ou (56) ,
jointes aux formules (5) et (7), suffi-

sent pour déterminer complètement les valeurs des constantes

A,, B^, C, et w', A% B', C\

relatives aux mouvements réfléchi et réfracté
,
quand on connaît les va-

leurs des constantes

M, (^, (ï^, S y A, B, C,

relatives au mouvement incident.

Si Ton veut, dans les valeurs de

A, B, C, A', B', C,

introduire les coefficients réels

u, V, w, u%

à la place des coefficients imaginaires

il suffira d'avoir égard aux formules (9). Alors les formules (54) et (56),
jointes aux formules (5) et (7), donneront

Bw— Cv u — u

/£- \ 1 Bw — Cv u + u''

Bw — Cv " u -f o' '
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A / v*-+- w*\ / 1 T \ u 4- u'
'

i. r, _ !i+:i^

, / V'-|.W'\
, /I 1 \ , D + tl''

et

^^9J 1 A'u' + B'v + CV = o.

Les calculs se simplifient, lorsqu'on suppose l'axe des z parallèle aux

traces des plans des ondes sur la surface réfléchissante. Alors, la for-

mule (23) du § IV devant se réduire à

J = o,

on aura nécessairement

• w = Oj w = w \/— ï ^ o,

et par suite les formules (i), (4)? (6) deviendront

(6o) f =Ae"'+^-^-^S i; =Be»"+*^-^', Ç=Ce"^^-^-^S

(6a) i'
= A'e"''-^*'-^-*' , >/= BV'""^'-^"^', C' = C'é«'"+^•^-*^

Alors aussi , les valeurs des déplacements symboliques étant indépen-

dantes de z, dans chacun des mouvements incident, réfléchi et réfracté,

les dérivées de ces déplacements, relatives à z, s'évanouiront dans les

formules (48) et (5o) qui se réduiront aux suivantes

(63) D,C = D,r, D,D,Ç = D,D,r,

/ (Di + D;)f = (Di + D;)f',

Comme on pourra d'ailleurs, dans celles-ci, remplacer D, par i;,les for-

mules (63) donneront

23..



( 176 )

OU, ce qui revient au même,

Ces dernières, qui se trouvent déjà comprises parmi les conditions (21),

donneront encore
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la valeur de w'*, déterminée par l'équation u'* •-{-u^'+ w^= A'*, ou

(71) z/»= v*+ w*— k'%

pourra s'écrire comme il suit,

m'"= k*— k'*— u%

et cette valeur deviendra positive quand on aura

u*<k*— k'*.

Donc alors l'équation (71) fournira pour u deux valeurs réelles, qui ne

s'évanouiront pas , savoir

,

(72) w'= — v/v*+ W* — k'% M =v/v*+w" — k'»;

et, comme de ces deux valeurs réelles la première sera négative, elle in-

diquera un mouvement réfracté qui s'éteindra en se propageant dans le

second milieu. Cela posé , si l'on a

(73) rifT < ' '

et par suite

I 4.r ^ ^ '

il est clair que des valeurs de u\ fournies par l'équation (71) et par la

suivante

(74) «"= v' + w---^„
une seule, savoir, la racine négative de l'équation (74)5 sera inférieure à

la racine négative de l'équation (71), c'est-à-dire à la valeur de u' fournie

par la première des formules (72). Donc alors, en vertu des principes

établis dans le Mémoire sur les équations de condition relatives aux

limites des corps, les valeurs de

A, B, C, A„ B„ C„ A', B', C,

correspondantes aux mouvements incident , réfléchi , réfracté , seront

encore liées entre elles par les formules (54) et (56).



MÉMOIRE

La transformation et la réduction des intégrales générales dun
système d équations linéaires aux différences partielles.

Considérations générales .

Considérons un système d'équations linéaires aux différences par-

tielles entre plusieurs variables principales

Ç, », Cl •• •

et des variables indépendantes

qui, dans les problèmes de mécanique, représenteront, par exemple,

trois coordonnées rectangulaires et le temps. Comme je l'ai prouvé dans

un précédent Mémoire, on pourra, en supposant connues les valeurs

initiales des variables principales et de quelques-unes de leurs dérivées,

réduire la recherche des intégrales générales des équations proposées à

l'évaluation d'une seule fonction des variables indépendantes, que j'ai

nommée la. Jonction principale. Cette fonction principale n'est autre chose

qu'une intégrale particulière de l'équation unique aux différences par-

tielles, à laquelle doit satisfaire chacune des variables principales, ou

même une fonction linéaire quelconque de ces variables 5 et, si, dans tous

les termes de cette équation aux différences partielles , on efface la lettre

employée pour représenter la fonction principale, on obtiendra entre les

puissances des signes de différentiation

D„ D„ D„ D,,

ce qu'on peut ai^peler Véquation caractéristique. Ajoutons, 1" que l'ordre

n de cette équation caractéristique est généralement la somme des nom-

bres qui , dans les équations données, représentent les ordres des dérivées

les plus élevées des variables principales, différentiées par rapport au

temps t ;
2° que la fonction principale , assujétie à s'évanouir au premier

instant , c'est-à-dire pour i = o, avec ses dérivées relatives au temps et d'un

ordre inférieur k n — i , doit fournir une dérivée de l'ordre n — i
,
qui
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se réduise alors à une fonction de oc, j, z, choisie arbitrairement. Ainsi

déterminée, la fonction principale peut toujours être représentée par une

intégrale définie sextuple, relative à six variables auxiliaires, et qui ren-

ferme sous le signe f une exponentielle trigonométrique dont l'exposant

est une fonction linéaire des variables indépendantes.

Observons maintenant que, dans beaucoup de cas, on peut abaisser

l'ordre de l'équation caractéristique. De plus, l'intégrale définie sextuple,

qui représente la fraction principale, peut souvent être remplacée par des

intégrales d'un ordre moindre, ou se réduire même à une expression en

termes finis. En conséquence , les intégrales générales d'un système d'é-

quations linéaires peuvent admettre des transformations et des réductions

qu'il est bon de connaître, et dont nous allons maintenant nous occuper.

§ P''. Sur la réduction de l'équation caractéristique.

Concevons, comme dans le Mémoire ci-dessus mentionné
,
que les va-

riables indépendantes

représentent trois coordonnées et le temps; et considérons en particulier

le cas où, dans les équations données, les dérivées des ordres les plus éle-

vés par rapport au temps t se trouvent multipliées par des quantités

constantes, sans être soumises à des différenciations relatives aux coor-

données j:,/, z. Si l'on nomme « l'une quelconque des variables prin-

cipales, et si l'on élimine toutes les autres entre les équations linéaires

données, en supposant les seconds membres réduits à zéro, on obtiendra

une équation résultante

(i) V« = G,

dans laquelle V sera une fonction entière des caractéristiques

D,, Dy, D,, D,;

et l'on vérifiera l'équation (t) en prenant pour », non-seulement l'une

quelconque des variables principales , mais encore une fonction linéaire

quelconque de ces variables.

Cela posé, nous appellerons équation caractéristique la formule sym-

bolique

(2) V = o
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à laquelle on parvient en effaçant la variable principale « dans le premier

membre de l'équation (i); ou bien encore, l'équation

(3) § == o

qu'on obtient en remplaçant, dans la formule (i),

D„ D„ D., D,

par de simples lettres

Si la fonction symbolique V est du degré n par rapport à D,, on pourra

y supposer le coefficient de D" réduit à l'unité, et le nombre n représen-

tera Vordre ou le degré de l'équation caractéristique. Si d'ailleurs on

nomme
'srÇx, j, z)

une fonction quelconque des trois coordonnées x^ jr^ z;

A, yW, V, U, V, w,

des variables auxiliaires et réelles
;

des variables imaginaires liées à u, v, w par les formules

« = uV' — I, if = ^\/ — I, TV==w \/ — I
;

et <w la fonction principale , on trouvera

le signe o du calcul des résidus étant relatif à la variable s considérée

comme racine de l'équation

S = o,

et les intégrations étant effectuées par rapport à chacune des variables

auxiliaires

A, )W, V, u, V, w,

entre les limites — oo
, + co . Ajoutons que la fonction principale <©•,
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dont la formule (4) fournit la valeur, sera complètement déterminée par

la double condition de vérifier, quel que soit t^ l'équation aux différences

partielles

(5) V'îzr = o,

et
,
pour une valeur nulle de t , les formules

(6) ^ = o, D,^ = 07 .... T>^^~^nsy = o , D" "" 'sr = ^zér (jr , j-, z).

Cela posé, nous allons indiquer les avantages que peut offrir la réduc-

tion de l'équation caractéristique

V = o
i

à une autre plus simple et de la même forme.

Admettons d'abord que chacune des équations linéaires données ait zéro

pour second membre. Alors, les valeurs initiales des variables principales Ç,

>i, Ç, ... et d'un nombre suffisant de leurs dérivées relatives à i, étant

supposées connues ; les valeurs générales de

g, », Ç, ...

par conséquent aussi la valeur générale d'une fonction linéaire « de ces

variables et de leurs dérivées , se composeront de termes de la forme

D désignant une fonction entière de

D,, D,, D,, D,,

et 'Zêr(x, j-, z) l'une des valeurs initiales données des variables principales

ou de leurs dérivées relatives à t. Or le terme

pourra être réduit à une forme plus simple, si D et V ont un com-

mun diviseur algébrique. C'est ce que l'on prouvera sans peine, en

cherchant l'intégrale définie sextuple qui, eu égard à la formule (4),

devra représenter D'sr, ou bien encore, en raisonnant comme il suit.

Soit ÎU un commun diviseur algébrique de V et de D , représenté par

une fonction entière des caractéristiques

D,, D„ D., D,,

Ex. d'An, et de Ph. M. ^4
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en sorte qu'on ait

V = JUV, et D = Pd, ,

''

V^ , D^ désignant encore deux fonctions entières des mêmes caractéristi-

ques. Si l'on nomme n^ le degré de V^ par rapport à D, , n — n^ sera celui

de jP, et l'on pourra, dans les fonctions symboliques 3J, V^, comme dans

la fonction V , supposer les coefficients des puissances de D, les plus éle-

vées réduits à l'unité. Gela posé, il est clair d'une part que l'équa-

tion (5) prendra la forme

(7) V^ÎD^ = o,

et que les conditions (6), relatives à une valeur nulle de t^ entraîne-

ront les suivantes

(8) îI>^=o, mï^= o, . .. D^-'îl^= o, Dr'-'î3'2«r= ^(x,7, z);

d'autre part, que l'on aura identiquement

Faisons maintenant, pour abréger,

l'équation (7) deviendra

(9) V,^^=: O,

et, en vertu des conditions (8), on aura, pour une valeur nulle de t,

(10) ^^=10, Dj'Zêr^sz: o, . . . D,"'"'^^ = o, D"'~' <ar^ = 'Zêr(^, j, z):

tandis que la formule

donnera

(lï) n^ = n,^;.

D'ailleurs les formules (g), (10), qui suffisent pour déterminer com-

plètement la fonction 'Zêr^jSont entièrement semblables aux formules(5), (6)^

qui déterminent la fonction ^; et, pour passer des unes aux autres, il

suffit de réduire, dans la recherche de la fonction principale ^ ou'Zjr^,

l'équation caractéristique

V r= G
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à l'équatioii caractéristique plus simple

V, = o,

dont le premier membre est par rapport à D,^ non plus du degré /z, mais

seulement du degré ti^. En conséquence, la formule (ii) entraînera la

proposition suivante.

i®"^ Théorème. Soit donné entre les variables principales

? , îi, c . .
•

.

et les variables indépendantes

un système d'équations linéaires aux différences partielles et à coefficients

constants , dans lesquelles les dérivées des ordres les plus élevés par rap-

port à ^ ^e trouvent multipliées par des constantes, sans être soumises à

des différenciations relatives aux coordonnées x , j", z\ on pourra sup-

poser, dans le premier membre de l'équation caractéristique, le coefficient

de la puissance de D, la plus élevée réduit à l'unité. Cela posé, soit

l'un des termes dont se composera la valeur générale de l'une des variables

principales , ou d'une fonction linéaire « de ces variables et de leurs déri-

vées, la lettre ^ désignant dans ce même terme la fonction principale. S'il

existe un commun diviseur algébrique P entre le premier membre de

l'équation caractéristique et la fonction de

D.,D„D,, D.,

désignée par D, on pourra, dans la recherche de la fonction principale ^,
qui correspond au terme D^ réduire l'équation caractéristique à une

forme plus simple, en divisant par 3GI le premier membre de cette équa-

tion, pourvu que l'on divise aussi par JH la valeur trouvée de Q.

Corollaire. Si J), étant diviseur de V, c'est-à-dire du premier membre de

l'équation caractéristique , est aussi diviseur de D dans chacun des termes

dont se compose la valeur générale d'une fonction linéaire « des variables

principales et de leurs dérivées; alors, dans la recherche de la fonction

M..
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principale correspondante à chaque terme de la valeur générale de «
, on

pourra réduire le premier membre V de Téquation caractéristique au

rapport

pourvu que l'on divise aussi par Jî , dans chaque terme D^, la valeur de D.

Mais alors « pourra être représenté par une somme des termes de la

forme

pour chacun desquels la fonction principale ^ vérifiera la formule

et par suite on aura encore, quel que soit t,

V^ « = o.

Le cas où la réduction indiquée s'appliquerait à tous les termes com-

pris dans la valeur de «, est donc précisément le cas où des équations li-

néaires données, jointes à la formule qui détermine « en fonction de

^, », Ç", ...,, on pourrait déduire par élimination, non- seulement

l'équation

Va == o,

mais encore une équation plus simple

V,« = o,

V^ étant le quotient de V par un diviseur algébrique JJ. Réciproque-

ment, si la variable » satisfait en général non-seulement à l'équation

\/« == o,

mais encore à une équation plus simple

V,« = o,

dans laquelle on ait

le troisième théorème du § IV du Mémoire sur l'intégration des équa-

V — V
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lions linéaires pourra être appliqué à la détermination des variables

principales^, >!>?,••• ^^ P^^ suite à la détermination de la variable «, de

telle sorte que chaque terme de « se présente successivement sous la forme

V
puis sous la forme plus* simple

\J/
'

' '

Il en résulte évidemment qu'on pourra substituer au théorème dont

il s'agit la proposition suivante.

2® Théorème. Soient données entre plusieurs variables principales

?,»,?, ...

et les variables indépendantes

•^> Ji ^'f ^ f

des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients cons-

tants , en nombre égal à celui des variables principales. Concevons d'ail-

leurs que l'ordre des dérivées de ^, », f , . . ., relatives à ^, puisse s'élever

jusqu\à Ti' pour la variable principale Ç, jusqu'à n!' pour la variable prin-

cipale >!,... les coefficients de

Df?, Dr>i,...

étant indépendants de D^, D, , D,, et se réduisant en conséquence à des

quantités constantes. Supposons les variables principales

g, », Ç, . ..

assujéties non-seulement à vérifier, quel que soit t^ les équations linéaires

données , mais aussi à vérifier, pour ^ = o , les conditions

f = (p(x, j, z), D,g=(p/x,jr, z), .,, Dr-^^=(p„^-.(a:, j, s),

>» =X{x^ 7,2;), D,>t =X^x,j, z),... Dr"-'» =%.._,'^x, j, z),

etc.

Soient encore

une fonction Unéaire des variables principales ^, », f, . • . , et de leurs

dérivées des divers ordres; et

V« = o
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l'équation difTérentielle la plus simple à laquelle « doive généralement sa-

tisfaire en vertu des équations données , V étant une fonction entière des

caractéristiques

D,, D,, D., D,,

tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée s'y

réduise à l'unité. Enfin, supposons la fonction principale fw déterminée

de manière que l'on ait, i° quel que soit t^

V^ = o;
2° pour ^ = o

,

'Zêr = o , Dt'Z^* = o , . . . 'D'r^fsr = o , Dp ' «sr = 'zer (^, j, 2)

,

i désignant le degré de V par rapport à D,; et nommons

<p> <P/,
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Corollaire, h^ théorème précédent offre le moyen d'obtenir sousnne forme

plus simple les valeurs générales des variables principales elles-mêmes

,

lorsque l'équation aux différences partielles la plus simple, à laquelle

chacune de ces variables puisse satisfaire, est, par rapport à t^ d'un ordre

inférieur à la somme
71 z=z n' -\' n" -f- . . .

Si , comme il arrive ordinairement dans la mécanique , les équations

linéaires données ne contiennent d'autres dérivées relatives au temps que

des dérivées du second ordre dont les coefficients se réduisent à l'unité

,

alors, au lieu du 2* théorème, on obtiendra la proposition suivante.

3' Théorème, Soient données entre n variables principales

Ç, >i, Ç", ...

et les variables indépendantes

n équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants

,

qui renferment, avec les variables principales et leurs dérivées de divers

ordres obtenues par des différenciations relatives aux coordonnées .r,^, z,

les dérivées du second ordre relatives au temps, savoir

les coefficients de ces dernières dérivées étant égaux à l'unité. Supposons

d'ailleurs les variables principales

?i ^î, Ç, •••

assujéties non-seulement à vérifier, quelque soit ^ , les équations don*

nées, mais aussi à vérifier, pour ^=0, les conditions

D,Ç = a)(^,j, z), jy,Yi= X(œ,j, z), D,f = -^-jc^j,!-),..

Soient encore

Tune quelconque des variables principales
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OU bien une fonction linéaire de ces variables et de leurs dérivées de divers

ordres- et

V» = o

l'équation aux différences partielles la plus simple à laquelle « doive gé-

néralement satisfaire, en vertu des équations données, V étant une fonc-

tion entière des caractéristiques

D,, Dy, D„ D,,

tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée

s'y réduise à l'unité. Enfin , soit i le degré de cette puissance, qui pourra

être ou égal ou inférieur à 2W ; supposons la fonction principale fsr dé-

terminée de manière que l'on ait , i° quel que soit ^,

V'ZcT = o,

a" pour ^ = o

,

'sr = o , D|'Zer= o, .... DJ^^'Sr= o, Dp' 'ZJt = ^Zêr(jc, j*, 2),

et nommons
(p, %, 4, .... o, X, '^,

ce que devient fzs- quand on réduit *ar{pc ^j, z) à l'une des fonctions

(p(x,jr, z), %(.r,jr, z), 4(^,jr,4...0(jr,jr,z), X(a:,j,z), -^{x.jr.z)...

Pour obtenir, dans l'hypothèse admise, la valeur générale de «, il suffira

de remplacer, dans les équations linéaires données, les dérivées de second

ordre

d;?, d;>i, d?c, ...

par les différences

D?g— V(<l>-}-D,(p), D,^>,~V(X+ D,x), D:C— V(^+ D,^^), ...

puis d'éliminer ^, n, Ç", ... entre les nouvelles équations ainsi obtenues

et celle qui fournit la valeur de «, en opérant comme si

D„ D,, D„D,

étaient de véritables quantités.

Les théorèmes a* et 3* supposent que les seconds membres des équa-

tions linéaires données se réduisent à zéro. Si ces seconds membres deve-

paient fonctions des variables indépendantes
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on pourrait appliquer à la détermination des valeurs générales de

?, », Ç", ...

le [\ théorème du $ IV du Mémoire sur l'intégration des équations linéaires,

en combinant ce 4* théorème avec les propositions nouvelles que nous ve-

nons d'établir.

5 II. Sur la décomposition de lafonction principale.

La fonction principale '^«r, relative à un système d'équations linéaires

aux différences partielles, peut être, comme on l'a dit, représentée par une

intégrale définie sextuple, savoir, par celle qui constitue le second membre

de l'équation (4) du ^ F'". Dans cette intégrale, la fraction rationnelle

I

i

dépend des variables auxiliaires

et se décompose en fractions plus simples, lorsque le polynôme s, consi-

déré comme fonction de s, est lui-même décomposé en facteurs de degré

moindre. Or, la décomposition de la fraction rationnelle

I

i

en plusieurs autres, entraîne évidemment la décomposition correspon-

dante de l'intégrale sextuple qui représente ou la fonction principale 'Zêr,

ou l'une de ses dérivées, prises par rapport au temps, en d'autres intégrales

de même espèce. Il peut d'ailleurs arriver que ces dernières représentent

de nouvelles fonctions principales correspondantes à de nouvelles équa-

tions caractéristiques, ou que, sans les représenter, elles leur soient res-

pectivement proportionnelles. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si, le

degré n de l'équation caractéristique étant un nombre pair , le premier

membre V de cette équation se présente sous la forme

(i) V = (d; - G)(D? - H)...,

G, H,. . . désignant des fonctions qui renferment seulement

D.,D„D,,

et qui soient entre elles dans des rapports constants. En effet, supposons

Ex. d'An, et de Ph. M, "^^
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que, m étant un nombre entier quelconque , on différentie m fois par rap-

port à ^, la fonction principale 'sr déterminée par l'équation (4) du §1*'.

On trouvera

fa) D'^ZET z^Lfffff f
^"''^^^'

^' ' ^

c"^""""^^
"'• ^'^"^^ "*" "^^^""^^ "^ ''

^^ ^" ^^"^ ^' ^^

les intégrations étant toujours effectuées entre les limites — oo, + oc, des

variables auxiliaires

u, V, w. A, <w, V,

dont les trois premières sont liées à w, p, tv, par les formules

w = u \/— I , t; = V V^— 1 1 w = w \/— 1
;

et le signe o du calcul des résidus étant relatif aux diverses racines de

l'équation

S = o.

D'autre part, si Ton nomme
g, §, etc.,

ce que deviennent

G, H, etc.,

quand on y remplace

D^, Dy, D^ par w, s^, w,

on aura, en vertu de la formule (i),

(3) ^ = (^= -g) (^=-s)...,

et par conséquent

s'" S . h .

(A) 5= _ g
-^

,3 __ ^

les numérateurs g, h,. . , désignant, en général, ainsi que g, 5,. . . des

fonctions des seules variables w, v, w. Mais ce qu'il importe de remarquer
c'est que, dans l'hypothèse admise, où les fonctions G, H,. . . et par suite

les fonctions g, S,- • • sont entre elles dans des rapports constants, le nu-
mérateur g, ou la véritable valeur acquise par la fraction

quand on pose ^*= g, se réduira simplement à une constante si l'on

prend

m= n— 2 ,
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attendu qu'alors

*" et (.•_5)...=,_±_

n

deviendront proportionnels à g^"". La même remarque étant applicable à

chacun des numérateurs

g, h,.. .,

11 est clair que, si, dans les équations (2) et (4), on pose mz=zn— :i, on
en tirera

'D"~"^= 2-/. Ç (Ç Ç Ç i'^^hfllï «(^-x)+Kr-/>t)+w(2-»)+ir dxdJJ df^ds dvdvi

r^-t«r(>, ^, y) u(y—x)-ft^Cr— ^)4,wfg—y)-j.^f cfAc^u c^^tcc^v ^»^

(C^'-s)) ^;r i;r -^
(^) \ — ^r f f fff f'^

^^' ^' '^ M^'->^)-h^(y-/A)'hMz-i)-hst dhdv dfcdw dv dw
^JjJJJJ ((s'—.m^ ^;r -^— -TT

+ etc.

Soient d'ailleurs

^j , ^^

les fonctions principales correspondantes, non plus à l'équation caracté-

ristique

V =0,
mais aux suivantes

D?—.G==o, D^ — H= o, etc.

Il est clair que, pour obtenir les valeurs de

exprimées par des intégrales définies, il suffira de remplacer successive-

ment dans la formule (4) du § I'", la fonction

S

par chacun des binômes

«y"— Ç, «y"— §, etc....

On aura donc encore

!

r f f ff f f^ ^^ > ^' v) ^<^—>^)'h^ir—/^)-\-w{z—i)-hst dxdu dfcdv dvdw
' ~ ^JJJJJJ ((j^— g))

~^ ~^ ~^ '

r fffCff^ (^> f^i y)^"(^-x)+Kr-//)+M^->)-^^^ dxd\2 dfcdy d^dyf

etc. ;
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et par suite la formule (5) donnera

(j) Dr''22r = gesr, + A^a + etc

Donc, si l'on cîifférentie n — 2 fois, par rapport à ^, la fonction princi-

pale ^ correspondante à l'ëqualion caractéristique

V = o,

la dérivée ainsi obtenue se composera de plusieurs termes respectivement

proportionnels aux fonctions principales

<sr, , fnr^ ...

Observons d'ailleurs, 1° que la fonction principale f^r est complètement

déterminée parla double condition de vérifier, quel que soit t^ l'équation

(8) V^ = o,

et pour ^= 0, les formules

(9) rzêr zz: o , D,^ = o , . . . D"-'*^ = o , Dp'^zzr = ^[x
, j, z)\

2° que pareillement les fonctions principales 'Zêr,, «z^-a,... sont complètement

déterminées pour la double condition de vérifier, quel que soit t^ les équa-

tions

(10) (D,^ — G)^. == o, (D? — B)fST^ = o, etc.,...

et pour <= o , les formules

, X L ftjs^i = o, for^ = o, etc.,. . .

( D,^. = D,^, =...= fsr{x, j, z).

Gela posé, si l'on indique à l'aide des caractéristiques

Dr, Dr, Dr', etc.,...

une, deux, trois ... intégrations effectuées par rapport à ^, à partir de l'ori-

gine f = o , on tirera évidemment de la formule (7)

(12) '^«r = Dr"""'H§''^i"H h fsr^+ ...).

Il est bon de remarquer encore que , dans le cas où , m étant égal à n—2,

les numérateurs g, h , deviennent constants dans la formule (4), cette for-

mule entraîne la suivante



( -93 )

('3) \ = Dji^ + dFIIh + ^t*=-
• •

•

EfTectivement, lorsque les fonctions

D,, D,, D,,

représentées par g, A,... sont entre elles dans des rapports constants,

il résulte de la formule (i) qu'on peut satisfaire à l'équation (i3j, en attri-

buant k g j h, des valeurs constantes. Ces valeurs sont précisément celles

qu'il convient d'employer dans la formule (7) ou (12).

Au reste, sans recourir à la transformation de la fonction principale fsr

en intégrale définie, on peut établir directement la formule (7) ou (12},

en prouvant que la valeur de 'Zêr, déterminée par la formule (12), vérifie

non-seulement les conditions (g), mais encore l'équation (8) ; et d'abord

il est clair que cette valeur et ses dérivées, prises par rapport au temps,

mais d'un ordre inférieur à tz—-i, s'évanouiront pour ^=0. Déplus,

on tirera de la formule (12), 1° quel que soit t

D';~'<z«r = gD.'Zjr, + hT>,^^ + . . .;

0.° pour t = 0^ en ayant égard aux formules (11),

Dr^^ = (g + ^ + ...) ^ (jc, j, z);

et, comme d'autre part on conclura de l'équation (i 3), en réduisant les

deux membres au même dénominateur,

g -h h + ... = I,

on peut affirmer que la valeur de 'sr, déterminée par l'équation (12),

vérifiera encore la dernière des conditions (9). 11 reste à prouver que la

même valeur vérifiera, quel que soit t, l'équation (8). Or considérons,

par exemple, le cas où l'on aurait 72= 4- Dans ce cas, la formule (i3),

réduite à

(D,^— G)(D,^— H)
"

Df— G ^ Df— H'

donnera, non-seulement

g + h = i,

mais encore

^H + ^G = o, ^G = — gH;
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et de réquation (7), réduite à la forme

(i4) Df'Zér = g^, + h^^,

on tirera

GD'têT = G (g^t 4- hfZtr^) = gG^, — g^^%j

puis, en ayant égard aux formules (10),

D'G'sr = D?g ('zzr, — «T^Tj),

et, en intégrant deux fois de suite, à partir de ^ = o,

(i5) G'Zêr r= g (^, — ^.).

Si maintenant on combine entre elles les' formules (i4)> (*5)> ^"^ ^n con-

clura

(D?— G)^ = (^ 4- h)^,,

et par suite, eu égard à la seconde des formules (10),

(16) (D^— G) (D,'— Hj ^ = o.

Or réquation ( 1 6) est précisément celle à laquelle se réduit l'équation (8),

dans le cas où l'on suppose tz = 4 : par conséquent

V = (D?- G) (D;^ H);

et il est aisé de s'assurer que des raisonnements semblables suffiraient pour

déduire l'équation (8) de l'équation ( 1 2) dans le cas même où le nombre n

deviendrait supérieur à 4-

Ajoutons que la proposition contenue dans la formule (12) peut être

généralisée ; et en effet, on peut établir, à l'aide des mêmes raisonnements,

celle que nous allons énoncer.

Théorème. Supposons que , dans l'équation caractéristique

V = o,

la plus haute puissance de D, ait pour coefficient l'unité, et que le pre-

mier membre V de cette équation soit décomposable en facteurs de

même forme , en sorte qu'on ait

V = W". ..

Soient d'ailleurs
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les fonctions principales correspondantes aux équations caractéristiques

V = o, V = o, V" = o, etc.

Si l'on a identiquement

('7) - = -. + ^ 4-...,

g, h,. . , désignant des quantités constantes, on en conclura

Dr^ = g^, + ?c^^ +. . . ,

et par conséquent

(i8j ^ = Br'ig^^ + hrsr^ +. . .)•

§ III. Transformation de lafonction principale.

Soit

V = F(D„ D„ De, D,)

le premier membre de l'équation caractéristique correspondant à un sys-

tème d'équations linéaires qui renferment les variables indépendantes

JCjj-, z, t. Soit encore n l'ordre de cette équation, dans laquelle nous

supposerons le coefficient de D" réduit à l'unité; et nommons

(i) S = F(w, (^, w, s)

ce que devient le premier membre V, quand on y remplace

D„ D„ D,, D„
par de simples lettres

w, Çy w, s.

Enfin , représentons par

U, V, W, A, yt^, V,

six variables auxiliaires , dont les trois premières soient liées avec w, i^, w,
par les formules

(a) u = tî \/— 1 , V z=:\ v— I , w = w \/— 1
;

et considérons s comme une fonction de w , ^, tv, déterminée par l'équa-

tion

(3) s = 0.

Ainsi que nous l'avons déjà dit, la fonction principale 'Sr, assujétie à vé-
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rifier, quel que soit t^ l'équation linéaire

V'Zêr = o,

et pour <= o , les conditions

^zzr= o , Dj'Zêr = o . . . . D"~'''Zêr= o , D"""'^ = 'zzr (x
, j^ z)^

sera déterminée par la formule

(4) ^ = <^jjjjjj -((ijr -^ 1^ -;r'

toutes les intégrations étant effectuées entre les limites — oo
, + oo des

variables auxiliaires

u, V, w, A, ^, r,

et le signe o du calcul des résidus étant relatif aux différentes valeurs de s

qui vérifient l'équation (3). Par suite, si l'on nomme w un nombre entier

quelconque , on trouvera

.^v ^^ r rrrrrr s'^'Tff (a
, ,»& , v) «(a:—x)+»'(^-/x)+w(2-v)+if Jac^u c^^<iv ^v^fw

Or les valeurs précédentes de la fonction principale ^, et de sa dérivée de

l'ordre 772, c'est-à-dire de D;"^, peuvent subir des transformations diverses

que nous allons indiquer.

Si l'on considère les trois variables auxiliaires

u, V, w,

comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les trans-

former en trois coordonnées polaires, dont la première sera le rayon vec-

teur k même de l'origine au point (u , v , v^), c'est-à-dire au point qui a pour

coordonnées rectangulaires u , v, w, à l'aide d'équations de la forme

(G) u = k cos p, V = k sin p cosq, w = k sin p sin q.

Pareillement, si l'on considère les trois variables auxiliaires

A, ^t, v^

ou plutôt les trois différences

A — X, ^ — j, V ^ z,

comme représentant des coordonnées rectangulaires , on pourra les trans-
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former en trois coordonnées polaires , dont la première soit le rayon vec-

teur p même du point (x, j^ z) au point (A, ^, v\ ou plutôt de l'origine

au point (A— a: , fjL— j-, v — z), à l'aide d'équations de la forme

(7) A •— JT = pcosâ, \Ji* — J '=' psinôcosT, v — z = psinôsinr.

Soit d'ailleurs J" l'angle compris entre les rayons vecteurs k, f ; on aura

cos cT
= u(^ — ^)-4-v(i^—j-)4-w(>~-z)

ou, ce qui revient au même,

(8) cos cT = cosp.cosô + sinpcosq.sinôcosT + sinpsinq.sinSsinr.

Cela posé, comme, en désignant par

une fonction quelconque des trois variables x^j^ z, on aura généralement,

eu égard aux formules (6),

\^ 1^ f f(v,y,w)dudvdw= f^ rr f(v,Y,w)k*sinpdpdqdk
J—30 J CO J—CO Jo Jo Jo

= i 1^ f
^
f fi^9 ^> ^) ^^* ^^" P ^^P ^^ ^^ '

J—oot/0 Jo

et, eu égard aux formules (7),

/ / f f{K— X y u —y^ V -^ z) d?\ dfji d

= i n r f f\^— ^^ ^ —J' ^ — ^) /5*sin9^â<ir<f/o;
t/ —00 »/ ô i/o

l'équation (4) donnera

les intégrations étant effectuées,

par rapport à k et p , entre les limites — Qo
, + qo

,

par rapport à p et 9, entre les limites o, 'TT,

par rapport à q et r, entre les limites o, 27r,

Ex, dAn. et de Ph,- M. 26
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et le signe O du calcul des résidus étant toujours relatif aux diverses va-

leurs de cT qui vérifient l'équation (3).

On tirera pareillement de la formule (5)

Admettons maintenant que

F(D,, D„ D„ D,)

soit une fonction homogène de

D„ D„ D., D,.

Alors, si l'on pose

(ri) s = kcûS/— 1

,

la formule (i), jointe aux équations (2), (6) et (11), donnera

S = (k V— i)" F(cos p, sin p cos q, sin p sin q, cû)
;

et par suite l'expression

l s'" si

se transformera dans la suivante

r _s^ st ds^ r ^'"(kv/~)'"-"-^' kcti/~
((s)) da ^ ((F(cospsinpcosq, sinpsinq, a»)))

'

lorsqu'on supposera le signe o relatif, non plus à la variable s, mais à û?

considéré comme racine de l'équation

(12; F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, g?) = o

(voir le tome P' des Exercices de Mathématiques, page 171). Cela posé,

la formule (10) donnera

(i3) Dr^ =^

^ 1 r
fffffff], 1/

y"-"-*-^ k(»f-pcos«r) l ^ a'^p'sm p singgr(A, fi,v)dpdc\dkdedTdp

2^^^ JJJJJJ^ ^ ^^ ((F(cosp, sinp cosq, sinp sinq,»)))*
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Si , dans cette dernière équation , l'on prend

m = n — 3,

afin de réduire à zéro l'exposant de k\/—
i

, on trouvera simplement

^ ^^ ' ^^TT^ JJJJJJ ((F(cosp,sinpcosq, sinpcosq, ft;^))
'

et si, dans la formule (i4)î ^^ remplace

k par —j,

on devra en même temps, pour que les limites de l'intégration relatives

à k ne soient pas interverties, quand cos cT changera de signe, remplacer

dk par
^

En conséquence , la formule (i4) donnera encore

(i5) Dr'^ =

2^7r^ jJJJJJ ((F(cosp, siiipcosq,sinpsinq, «)}) V^cos'iT

D'autre part, si l'on désigne par r une quantité quelconque, et pary(r)

une fonction quelconque de r, on aura, en vertu d'une formule connue,

et par suite , en ayant égard aux équations

(i6) ?\=z X + pcosQ, At =j + psinâcosT, î^ = js+ p sin 9 sin r,

qui se déduisent immédiatement des formules (7), on trouvera

t/—ÎO 1/ — co

=z ITT—T-^^{oc -{ r COS y, r-\ ^sm& cosr, zA rsm» sni r ).

cos ''d^ Vs. cos éT ' -^ cos <r '
' cos $' J

Donc l'équation (i5) entraînera la suivante

(17) D,«-3 ^=1 "—L ffff
^"~'^'sin p siii e ^(A, u, dpd<^dOdr

^
^' «" J J J J ((F(cos p, sin p cos q, sin p sin q, a;))) cos '^^'^cos''<^
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les intégrations étant toujours effectuées

par rapport aux variables p et 9, entre les limites Oy^r,

par rapport aux variables q et r , entre les limites o,si7r,

le signe o étant relatif aux diverses valeurs de co qui vérifient l'équa-

tion (la), et les valeurs de A, yu, v étant données, non plus par les for-

mules (i6), mais par celles-ci

(r8)A=xH—^cos9, />&= r+-^sinâcosT, y=z+ -^sinôsinr.

On tirera d'ailleurs de l'équation (17),

2^^'^ J J J J ((F(cosp,sinpcosq, sinp sinq, «) )) cos^<^V^cos' <^

la caractéristique

Dr'

devant être remplacée par l'unité dans le cas où l'on aurait

- '' -> ^-^ 7^ = 3,

et indiquant, lorsqu'on suppose

/2 > 3,

n— 3 intégrations effectuées par rapportât, à partir de l'origine ^= 0.

Si l'on supposait

w < 3,

par conséquent,

w = I, ou w = 2,

l'équation (14), réduite à la forme

2.^-.^ i^' ^»^»^ ((F(cosp, sinp COS q, sinp sinq. *})) cos^J'V^cos'*^

continuerait de subsister, et se déduirait directement, à l'aide des raison-

nements dont nous avons fait usage, non plus de l'équation (10), mais de

la formule (5).
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5 IV. De la fonctionprincipale qui correspond à une équation caractéristique homogène

et du second ordre.

Considérons en particulier le cas où, l'équation caractéristique étant

homogène et du second ordre, la formule

V'îér = o

se réduit à

(i) D;^ = (^D: + bB; + cBl + 2dJ)yB, + 2eD,D, + 2/D,Dy)^,

a, b, c, d., e, f, désignant des quantités constantes. On aura, dans ce cas,

V = F(D^, D,, D,, DJ

= D? — {aT>l + bB; + cB: + 2dByB^ + leBJ), + a/D^D,);

par conséquent

F (.r, y^z, t) = ^*— [ax*+ by* + cz*+ 2<^z + aezx + ifxj) ;

et comme on devra poser jc = z dans la formule (i 5) du § III, cette for-

mule donnera

.V D, r (fil «f'^sinpsinô tjr(A, ^, v) dp dqdO dr

l'^TT^ JJJJ ((F(cosp, sinpcosq, sinpsinq, «))) cos''i^V^cos^<^

les valeurs de A, /W, j^ et de cos cT étant

(3) A=j:H 5, cos 9, yw= r-| ^ sin 6 cos t, ^ = zH—%:sin6sinT,

(4) cos cT = cos p cos 6 + sinpcosq. sinô cos T -f- sinpsinq. sin 9 sinr;

les intégrations devant toujours être effectuées

par rapport à p et à 6 entre les limites o, t,

par rapport à q et àr entre les limites o, 273";

et le signe o étant relatif aux deux valeurs de œ qui vérifient la formule

(5) F(cosp, sinpcosq, sinpsinq, œ) = o.

Lorsque le polynôme

^.r*+ bj* + cz^ -+- -idjz + lezx + '^fxj

Ex. d'An, et de Ph. M. 27
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conserve une valeur positive pour des valeurs réelles quelconques de jc,

j, Zy les deux valeurs de «fournies par l'équation (5), sont réelles. Alors,

si l'on désigne par Cl celle des deux valeurs qui est positive , la valeur né-

gative sera — £l\ et , comme on aura

F(cosp, sinpcosq, sinpsinq, o)) = &>*— n%

on trouvera

(6) i'TTFT : : T^ '^ (^? At?^ ((F(cosp, sin pcosq, sinpsinq, «))) \ ^ri j

== t^ n ,

""

^.sx ^ f»^ +•—T cos Q, y A—^sinflcosT, z-f- -^sinflsin r)

=: ^ f!sr (jc -j s, cos6, r H R SUldCOST, Z A . Sint/SHIT)

+ f ^zzr (X ^. cosQ, r — j: smflcosr, z — —^ sm&smr).
^ ^ COS d'

^ COS cT
' COS «r

-^

D'ailleurs, si les quantités

cosp, sinpcosq, sinpsinq,

viennent à changer de signe, cos cT changera de signe, mais Q. ne variera

pas; et comme, en supposant les intégrations effectuées par rapport aux

angles p, q entre les limites

P = o, p = 77-, q == o, q = a^T,

on a généralement, quelle que soit la fonction f (x, y, z),

Jj
f( cosp, sinpcosq, sinpsinq) sinp^p^iq

= // f(—cosp, -—sinpcosq, — sinpsinq) sinpc^p^q,

on trouvera encore

I / ^{jc-j jrcosô, r-j w sm cosr, z-A .smysmr) ^4=J=-JJ ^
' cos<^ '-^

' cos<^ '
' cosdî^ cos'<^|/cos*^

r/ , D.t r. £lt . r, Q.t . n . ^ s'inpdpdq= ll^iœ icost/, r .snifjcosT, z .suibsmr) ^ '
^ ^

JJ ^ cos<^ '^ cos<^ cos<r cos'J"V/cos=*«^'

Cela posé, on tirera évidemment de l'équation (oi), jointe à la formule (6)
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les valeurs de A, yW, v étant

(S) X = jc^ K cosfl, yw= y H : sinScosT, p=z zA = sinfisinr.

Concevons maintenant que les formules

X =1 ax -jr jy "{' ez,

y =zfa: + bj +- dz,

z = ex -^ dy + cz,

en vertu desquelles x, y, z, sont des fonctions linéaires de Xy y^ z, étant

résolues par rapporta x^ y, z, on en tire

a: = ax + fy + ^z,

^ = fx -f- by + dz,

Z = ex + dy + cz;

et posons, pour plus de commodité,

^(x, y, z, t) = ^* — (ax* + by' + cz* + adyz + 2ezx + 2fxy).

Si Ton fait pour abréger

(9)
(E) = (abc --. ad*—- be* — cj' + ^deff,

les coefficients

a, b, c, d, e, f,

contenus dans la fonction ^(x, y, z, t), se déduiront des coefficients

a^ b, c, d, c,/,

contenus dans la fonction F {x^y^ z,t)f k l'aide des formules

bc—d^ , ca—e^ ab—f"

^ — CD' ^~ Q ' CD'

et, comme les deux polynômes

ax''^ by" + cz*+ 2dyz -+- lezx -+- ijxy,

ax* + by* -|- cz* 4- adyz + 2e zx + afxy,

17..
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seront égaux l'un et l'autre à la somme

XX + jy + <zz

,

il est clair qu'ils seront égaux entre eux, et que, si le premier reste positif

pour des valeurs réelles quelconques des variables qu'il renferme, on

pourra eu dire autant du second. Cela posé, on pourra satisfaire à la for-

mule

(iij ^(cosô, sinâcosT, sinQsinr, 0) = o

par une valeur réelle et positive de 0. Si l'on adopte cette valeur, et si

l'on observe d'ailleurs qu'en vertu de l'équation (4) et de la suivante

(12) F(cosp, sinpcosq, sinpsinq, H) = o,

cos cT, XI* sont deux fonctions homogènes des monômes

cosp, sinpcosq, sinpsinq,

l'une du premier degré , l'autre du second ; alors , en désignant par f(^)

une fonction quelconque de .r, on tirera d'une formule établie dans la

49^ livraison des Exercices de Mathématiques [voir la 5" année, page 16,

formule (47)]»

(•3) rX f
C-^O

^^^^^ = ?/: f (®-p) sinp^p;

puis, en remplaçant .

on trouvera

/^27r />7r / Clt \ s'inpdpdq itt P^ ç / t \ sinpc?p

Jo Jo \cos«^/ cos^<^V^côs^7 (D Jo \©cosp/ 0^cos^pV/cô?p'

et par suite l'équation (7) donnera

(id) ^= — ;-—- / / /
^*smpsm9 'e3-(A, yw, r) î-—7-=^

,

les valeurs de A
,

jt*, r étant

(16) ?[=x+- cosô, ;^==r+ - sinGcosT, ysszH sinôsinr.
^ ^ ' ©cosp ' '^ ^ ©cosp '

• ©cosp
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D*autre part, on aura encore

* Jo Vcospy y^cos'^p Jo \cosp/ cosp\/cos*p

TT

c/o L Vcosp/ \ cosp/J cos^'p

Donc, si la fonction f (.r) s'évanouit pour des valeurs infinies de x, ou si

du moins elle acquiert pour ^ = — oo et pour ^ = co deux valeurs

égales au signe près, mais affectées de signes contraires, on aura

( )
D, rif-L.)^^ = _ H') + ((-')

_

^ '^ Jo \cosp/ ^COS p
'

Si dans cette dernière formule on remplace

f(x) par x'^Q),

on trouvera

D, rt^i(-j-) _£in_^£L = ~ ^ ff (1) + f r^-^)l.
* Jo \0cospy cos'^py/cos^p L \0/ \ 0/J

Donc la formule (i4) entraînera la suivante

(")HT '-'{ih) 5f^Sr,
= - f i ['O + ' (- i)]-

pourvu que le produit

x" f (^)

s'évanouisse quand ûc devient infini , ou du moins change alors de signe

avec:r , en conservant au signe près la même valeur. Donc, par suite, si

le produit

t*f^ (x + ^cos8,^ 4- ^sinflcosT, z -h isinôsinr)

s'évanouit pour des valeurs infinies de t, ou si du moins il acquiert

pour 1= — 00 et pour t = co deux valeurs égales au signe près, mais

affectées désignes contraires, la formule (7} donnera
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I /^27r PiT ^ t t t dQ dr
j-r- j j

tsinO 73- {x-\- --cos6,j''j siûôcosr, z-f-— sinôsinr) —

—

ttOc) j o j o © © ©•^

(iq).
-4- -T-- I 1 ts\ïib'ZT{x cosô.r sinScosT, 2 sinôsinr)

dOdr

et, comme les deux termes compris dans le second membre de la for-

mule (19) seront évidemment égaux entre eux, on pourra réduire sim-

plement cette formule à la suivante

les valeurs de A, pt, v, étant

(21) A= x4--cos6, ;Wr= j+ — sin ôcosr, v = 2+— sinSsin r.

Les méthodes dont j'ai fait usage , dans le précédent paragraphe et dans

celui-ci, pour réduire l'intégrale sextuple qui représente la fonction prin-

cipale d'abord aune intégrale quadruple, quand l'équation caractéristique

est homogène, puis à une intégrale double, quand cette équation homo-

gène est du second ordre, sont précisément les méthodes qui déjà se trou-

vaient appliquées à de semblables réductions , dans un Mémoire présenté

à l'Académie en l'année t83o, et dans un article que renferme le Bulletin

des Sciences du mois d'avril de la même année. J'ai d'ailleurs indiqué dans

cet article les conséquences remarquables qu'entraînent les réductions dont

il s'agit, et le parti qu'on peut en tirer pour déterminer la forme des ondes

sonores, lumineuses, etc., qui se propagent dans l'espace, sans laisser de

traces de leur passage
,
quand l'équation caractéristique , étant homogène,

se rapporte à une question de physique mathématique. Au reste, c'est là

un sujet que je me propose de traiter avec plus de détail dans un nou-

veau Mémoire.

Observons encore que la formule (20) est analogue à celle par laquelle

je suis parvenu à représenter l'intégrale de l'équation (1), dans le xx® cahier

du Journal de VÊcole Polytechnique,

Dans le cas particulier où les constantes û, ^, c, d, e,/ vérifient les

conditions

le polynôme
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réduit à la forme

ne peut obtenir une valeur constamment positive qu'autant que la cons-

tante a est elle-même positive. Alors aussi la formule (\i) donnera

H"= a , n = a'
;

en sorte que l'équation (i) deviendra

(22) B'.rsr = rî*(D: + D,^ + D!)^;

et comme on trouvera

I -

par conséquent

F(x,y, z,t) = ^*-.^ (x^+ y*+ z^),

0»= -
, = -

,

0003= ,^

il est clair qu'à l'équation caractéristique (aa) correspondra une valeur de

la fonction principale ^ déterminée , non plus par l'équation (20) , mais

par la suivante

(28) n!r= -^ f f" tsind fZtr(A,IUjv)d6 c/r,

les valeurs de A, ^w, v étant

(24) A= A7+ nicosâ, /A=^-f-n^sin9cosT^ j^=:jz4-n^sin âsin r.

La valeur précédente de la fonction principale ^ conduit immédiate-

ment à la forme sous laquelle M. Poisson a obtenu , en 1 819, l'intégralle de

l'équation linéaire aux différences partielles
,
généralement considérée

comme propre à représenter le mouvement des fluides élastiques (voir le

tome III à^s Mémoires de CAcadémie des Sciences).
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5 V. — Application des principes établis dans les paragraphes précédents à Vinté^

gralion des équations linéaires qui représentent les mouvements infiniment petits d'un

système isotrope.

Comme nous l'avons prouvé dans un précédent Mémoire (page 119);

les équations qui représentent les mouvements infiniment petits d'un

système isotrope de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou

de répulsion mutuelle , sont de la forme

/ (E — DOe + FD, (D.? + D,>, 4- T>X) = «,

(,) \
(E — D:)>, + FD, (D4 + D,>, + D.0 = o,

f (E _ D?)Ç + FD. (D4 + D,» + D.0 = o,

^ , n , ^ désignant les déplacements d'une molécule , mesurés parallèlement

aux axes des x, j, 2 au bout du temps t, et

E,F,
étant deux fonctions de

Di + d; + d:

entières, mais généralement composées d'un nombre infini de termes. Cela

posé, le premier membre V de l'équation caractéristique sera de la forme

les valeurs de V, V* étant

V'= D,^ — E, V"= D? — E -^(Di+D;-|-D:)F.

Soit d'ailleurs

la fonction principale correspondante à l'équation caractéristique

V = o.

Désignons par

(2) <P {X,J, Z)
, X [X, J, Z) , 4 {X, J,z),<b {X, J,Z),X (X, jr, Z), -ir (X, 7, Z\

les valeurs initiales de

?, >î, Ç, D.?, D.>i, D,?,

et par

<P, X, -^^ ^, X, •*•,
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ce que devient la fonction principale ^, quand on y remplace successive-

ment la fonction arbitraire

par chacune des fonctions (2). Pour obtenir les valeurs générales des

variables principales Ç, >i, Ç", il suffira de résoudre, par rapport à ces va-

riables, les équations (i), après avoir remplacé les seconds membres par

V((l>+ D,(p), V(X+ D,x), V(^+ D,4),

En opérant ainsi , l'on trouvera
,
pour intégrales générales d'un système

isotrope , les équations suivantes :

( ^ = V'^((D + A(p) + FD,n,

(3) < >i = V''(X + Da) + FD,n,

( f = v''(<E^ + D,^^)+ F D,n,

la valeur de II étant

(4) n = D, (O+ D,(p) + D, (X+ D.x)+ D. (^ + D,4}.

Si, pour abréger, on désigne par

les fonctions principales qui correspondraient séparément aux deux équa-

tions caractéristiques

V' = o, V'=o,
on aura

et , en nommant
<Po X., -vpi, ^1, ^. . "^i ,

ou
<Pa, %., 4a^ ^>> X., '^,,

ce que devient la fonction principale

«sr, ou <3r,

,

quand on remplace successivement la fonction arbitraire

^{x,j, z)

par chacune des fonctions (2), on verra les formules (3) se réduire aux

Ex. d'An, et de Ph. M. 28
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suivantes

/ g = $. + D, (P. + FD^n,

(5)
j

>i = X. -f. D, X. + FD,n

,

( f = ^?. + D, ^}.. + FD,n.

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homo-
gènes, on aura (page 137)

E =i(D: + D; + DO, F = /f,

/, f désignant deux constantes réelles, et par suite
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Remarque. .^

En vertu des principes établis dans ce mémoire, on peut souvent trans-

former la fonction principale correspondante à un système d'équations aux
différences partielles et par suite les intégrales de ce système, en leur

faisant subir des réductions qui ne diminuent en rien leur généra-

lité. Mais, outre ces réductions, il en est d'autres qui tiennent à des

formes spéciales des fonctions arbitraires introduites par l'intégration.

Lorsqu'on adopte ces formes spéciales, on obtient non plus les intégrales

générales des équations données, mais des intégrales particulières qui

peuvent quelquefois se présenter sous une forme très simple, et même s'ex-

primer en termes finis. Telles sont, par exemple, les intégrales qui repré-

sentent ce que nous avons nommé les mouvements simples d'un ou de plu-

sieurs systèmes de molécules. Au reste les mouvements simples, et par ondes

planes, ne sont pas les seuls dans lesquels les variables principales puissent

être exprimées par des fonctions finies des variables indépendantes. 11 existe

d'autres cas où cette condition se trouve pareillement remplie. Ainsi en

particulier, lorsque dans un système isotrope les équations des mouve-
ments infiniment petits deviennent homogènes, des intégrales en termes

finis peuvent représenter des ondes sphériques du genre de celles que j'ai

mentionnées dans le n*' 19 des Comptes rendus des séances de l'Académie

des Sciences pour l'année i836 (i" semestre), savoir, des ondes dans les-

quelles les vibrations moléculaires soient dirigées suivant les éléments

de circonférences de cercles parallèles tracées sur des surfaces sphériques
,

ces vibrations étant semblables entre elles, et isochrones pour tous les

points d'une même circonférence. De plus, si ce qu'on appelle la sur-

face des ondes est un ellipsoïde, des intégrales en termes finis repré-

senteront encore des ondes ellipsoïdales dans lesquelles les vibrations molé-

culaires resteront les mêmes pour tous les points situés sur une même
surface d'ellipsoïde, ces vibrations étant alors dirigées suivant des droites

parallèles. Au reste, je reviendrai plus en détail dans un autre Mémoire

sur ces diverses espèces d'ondes qui se propagent en conservant constam-

ment les mêmes épaisseurs.

128.



MÉMOIRE

Rajons simples qui se propagent dans un système isotrope de

molécules, et sur ceux qui se troui>ent réfléchis ou réfractés

par la surface de séparation de deux semblables systèmes.

§ P*". Rayons simples. Polarisation de ces rayons.

Dans un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou
de répulsion mutuelle, un mouvement simple est, comme on Ta prouvé,

un mouvement par ondes planes^, les plans qui terminent les ondes étant

des plans parallèles qui renferment à un instant donné les molécules dont

les déplacements, mesurés parallèlement à un axe fixe, s'évanouissent, et

l'épaisseur dune onde plane ou la longueur dune ondulation étant le double

de la distance qui sépare deux plans consécutifs de cette espèce. Dans un

mouvement simple, lorsqu'il est durable et persistant, chaque molécule

décrit une droite, un cercle, ou une ellipse, et la durée dune vibration

moléculaire reste la même, non-seulement à toutes les époques, mais en-

core pour toutes les molécules du système que l'on considère. En divisant la

longueur d'une ondulation par cette durée, on obtient pour quotient la

vitesse de propagation d'une onde plane. De plus, lorsque chaque molé-

cule décrit une courbe plane, savoir, un cercle ou une ellipse, le rayon

vecteur mené du centre de la courbe à la molécule, trace des aires pro-

portionnelles au temps. Alors aussi les plans des courbes décrites par les

diverses molécules sont tous parallèles à un certain plan invariable^ mené

par l'origine des coordonnées, et généralement distinct d'un second plan

invariable, qui serait parallèle à ceux par lesquels se terminent les ondes.

Quant à Xamplitude des vibrations moléculaires, mesurée par la portion de

droite que parcourt une molécule, ou par le grand axe de l'ellipse décrite
;

elle ne reste la même pour les différentes molécules
,
que dans le cas où le

mouvement simple se propage sans s'affaiblir. Dans le cas contraire, cette

amplitude décroît en raison inverse de la distance des molécules à un troi-

sième plan invariable.

Il est essentiel d'observer qu'une droite étant menée par les deux points

qui indiquent la position initiale d'une molécule quelconque , et la posi-



( ^l^^)

tion de la même molécule à un instant donné, le déplacement de la mo-

lécule, mesuré à cet instant, parallèlement à un axe fixe, s'évanouira, si cet

axe est perpendiculaire à la droite dont il s'agit. 11 en résulte que, dans un

mouvement simple d'un système de molécules, un plan mené par un point

quelconque parallèlement au premier plan invariable, peut être considéré à

chaque instant comme le plan qui termine une certaine onde. On peut donc

nommer plans des ondes, tous les plans parallèles au premier plan inva-

riable.

Lorsque le système de molécules devient isotrope^ alors dans un mouve-

ment simple qui se propage sans s'affaiblir, les vibrations moléculaires

sont toujours, ou comprises dans les plans des ondes, ou perpendiculaires à

ces mêmes plans. Alors aussi nous nommerons rayon simple iine file de

molécules originairement situées sur une droite perpendiculaire aux plans

des ondes, Vajce de ce rayon n'étant autre chose que la droite même dont il

s'agit. Cela posé, il est clair que, si, dans un système isotrope, un mouve-

ment simple se propage sans s'affaiblir, les vibrations de chaque molécule

pourront être, ou dirigées suivant le rayon dont elle fait partie, ou com-
prises dans un plan perpendiculaire à ce même rayon. Ainsi l'hypothèse

,

admise par Fresnel,des vibrations transversales, c'est-à-dire perpendicu-

laires aux rayons , devient une réalité; et il reste prouvé, comme j'en ai fait

le premier la remarque dans les tomes IX et X des Mémoires de VAcadémie

^

que les vibrations transversales sont compatibles avec la constitution d'un

système isotrope de molécules qui s'attirent ou se repoussent mutuellement.

A la vérité , les idées de Fresnel sur cet objet ont été vivement combattues

par un illustre académicien, dans plusieurs articles que renferment les

Annales de Physique et de Chimie^ et dont l'un est relatif au mouvement de

deux fluides superposés. Mais l'auteur de ces articles, en discutant les inté-

grales des équations considérées par M. Navier et par lui-même , comme
propres à représenter les mouvements infiniment petits d'un système iso-

trope, a finalement reconnu qu'au moment où les ondes, occasionées par

un ébranlement d'abord circonscrit dans un très petit espace
,
parviennent

à une distance du centre d'ébranlement assez grande pour que les surfaces

qui les terminent deviennent sensiblement planes, il ne reste, en effet, que

deux espèces de vibrations moléculaires dirigées les unes suivant les

rayons, les autres perpendiculairement à ces mêmes rayons. Quant aux dif-

férences qui subsistent encore entre les résultats obtenus par M. Poisson

et ceux auxquels j'arrive, elles tiennent à ce que M. Poisson est parti des

équations aux différences partielles indiquées en 1821 par M. Navier,
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équations qui me paraissent propres à représenter seulement dans un cas

particulier, et dans une première approximation, les mouvements infini-

ment petits d'un système isotrope de molécules. Dans le cas général, les

équations de ces mouvements ne sont pas homogènes comme celles que

M. Poisson a intégrées, et si on les rend homogènes, en négligeant les

termes d'un ordre supérieur au second , le rapport entre les vitesses de

propagation des deux espèces d'ondes pourra différer notablement du rap-

port obtenu par M. Poisson, c'est-à-dire de la racine carrée de 3. 11 pourra

même, comme on le verra dans ce Mémoire, devenir inférieur à l'unité

et se réduire à zéro.

Parlons maintenant des phénomènes qui se rapportent à ce que , dans

la théorie de la lumière, on a nommé \ii polarisation. Si dans un rayon sim-

ple, défini comme ci-dessus, les vibrations moléculaires sont transversales,

ce qui constituera le mode de polarisation sera la nature de la ligne droite

ou courbe décrite par chaque molécule. Le rayon sera polarisé rectiligne-

menty si chaque molécule décrit une droite. Alors on pourra le désigner

encore sous le nom de rayon plan^ puisqu'à un instant quelconque la série

des molécules qui feront partie de ce rayon figurera dans l'espace une

courbe plane. Au contraire, le rayon sera polarisé circulairement ou ellip^

tiquementj si chaque molécule décrit un cercle ou une ellipse. Alors la sé-

rie des molécules qui font partie du rayon, figure, à un instant quelconque,

une hélice tracée sur un cylindre à base circulaire ou elliptique, qui a pour

axe l'axe même de ce rayon. Lorsque la base est un cercle, le rayon vec-

teur, mené du centre du cercle au point de la circonférence occupé par la

molécule que l'on considère, décrit en temps égaux, non-seulement des

aires égales, mais encore des angles égaux; et par suite chaque molécule se

meut, sur la circonférence qu'elle parcourt, avec une vitesse constante

égale au rapport de cette circonférence à la durée d'une vibration molé-

culaire. Donc, pour se faire une idée des vibrations des molécules dans un
rayon polarisé circulairement, il suffira, comme l'a dit Fresnel, de faire tour-

ner l'hélice qui représente un tel rayon, avec le cylindre qui la porte, en

imprimant à ce dernier une vitesse angulaire constante autour de son axe.

Quant au rayon plan, ou polarisé en ligne droite, il présente une

courbe plane et sinueuse, composée d'arcs alternativement situés de part

et d'autre de la direction primitive du rayon; et, pour obtenir cette courbe,

il suffit, comme on le verra ci-après, de projeter sur le plan qui la ren-

ferme une hélice propre à représenter un rayon doué de la polarisation

circulaire. Dans un rayon plan, considéré à une époque quelconque du mou-
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vement, quelques molécules conservent leurs positions primitives, c'est-à-

dire les positions qu'elles occupaient dans l'état d'équilibre ; les autres s'en

écartent à droite ou à gauche. Les nœuds du rayon, comme ceux d'une

corde vibrante , sont à chaque instant les points où les molécules conser-

vent ou reprennent leurs positions initiales. Seulement ces nœuds, qui

sont fixes dans une corde vibrante, se déplacent d'un moment à l'autre

dans le rayon lumineux. Ces nœuds sont, d'ailleurs, de deux espèces dif-

férentes, chaque nœud étant ^e première ou de seconde espèce^ suivant que

les molécules desquelles il s'approche en se déplaçant dans l'espace, se

trouvent situées d'un côté ou de l'autre par rapport à la direction primi-

tive du rayon. Enfin, les distances qui séparent les nœuds de même espèce

sont toutes équivalentes à l'épaisseur d'une onde plane , ou , en d'autres

termes, à la longueur d'une ondulation ; et pareillement la vitesse de pro-

pagation avec laquelle chaque nœud se déplace, en passant d'une molécule

à une autre, n'est autre chose que la vitesse de propagation des ondes

planes.

Observons encore que, dans un rayon polarisé en ligne droite, on doit

soigneusement distinguer le plan du rajon^ c'est-à-dire le plan qui le

renferme^ et \e plan suii^ant lequel le rayon est polarisé, ou ce qu'on nomme
le plan de polarisation^ ce dernier plan étant toujours perpendiculaire à

l'autre, et passant de même par l'axe du rayon.

Si, dans un mouvement simple d'un système de molécules, on désigne au

bout du temps t, par

?. ^1 K^

les déplacements d'une molécule m mesurés parallèlement à trois axes rec-

tangulaires de X, j, z, et par

fi >'i Cj

les déplacements symboliques correspondants, c'est-à-dire trois variables

dont les déplacements effectifs soient les parties réelles; ces derniers , en

vertu de la définition même des mouvements simples, seront proportion-

nels à une seule exponentielle népérienne dont l'exposant sera une fonc-

tion linéaire des variables indépendantes. On aura donc

/jN ^ L ux+vy-i-wz—st ~ ^ ux+vy+wz—st 3 p ux-\-vy-\^vz—st

w, V', w, J, A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. Si le

mouvement simple dont il s'agit est du nombre de ceux qui se propagent
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sans s'affaiblir,

II, V, w, s

seront de la forme

u\/

—

I, v\/— 1, w\/

—

I, sV I,

u, V, w, s désignant des constantes réelles dont la dernière pourra être cen-.

sée positive. Si, d'ailleurs, en nommant

a, b, c,

les modules de
A, B, C,

et X, fji, V des arcs réels , on pose

A = ae"^'^^, B= be^^^, C = ce'^-^

alors , en faisant pour abréger

k= y/u'+ v^'+ wS kt^= ua:+ y/-f"W-2>

on tirera des formules (i)

(2) 5=:acos(kt^—sï+X), yî = bcos(kï/—sf+|tx), Ç=;ccos(kï'— s^+ v),

Alors aussi les plans des ondes seront parallèles au plan invariable repré-

senté par l'équation

(3) vx+ \j-+ wz= o
;

X. sera la distance d'une molécule à ce plan, ou, ce qui revient au même

,

la distance de l'origine des coordonnées au plan d'une onde mené par le

point («r, j*, z); la longueur 1 d'une ondulation, la durée T d'une vibra-

tion moléculaire, et la vitesse de propagation Q. des ondes planes , seront

respectivement

1 2;r rp 29r ^ 1

enfin
,

a, b, c,

représenteront les demi-amplitudes des vibrations moléculaires, mesurées

parallèlement aux axes des x, j", z, et la phase du mouvement simple pro^
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jeté sur chacun de ces axes deviendra successivement égale à chacun des

trois angles
kf— st-^1, kx.— sf+ a, kt— s?+ v,

dans lesquels la partie variable

kï^— st

représentera ïargument du mouvement simple^ tandis que la constante

A, ou lu, ou y,

représentera le paramètre angulaire^ correspondant à Taxe des j:, ou des

j", ou des z. Cela posé, comme le cosinus d'un angle ne varie pas, lorsque

l'angle est augmenté ou diminué d'une ou de plusieurs circonférences, il

est clair qu'on pourra, sans inconvénient, augmenter ou diminuer chaque

phase et par suite chaque paramètre angulaire d'un multiple du nom-
bre ITT.

Si chaque molécule se meut en ligne droite, les déplacements

devront conserver entre eux des rapports constants, ce qui suppose rem-

plies les conditions

(4) sin (/>fc— j^) = , sin (>— A) = o , sin (A— />t)= o,

dont deux entraînent la troisième, et réduisent les équations (2) aux

suivantes,

(^5) ^= acos(kï'—s^+ X), yî= ±:bcos(kv— sf+X), Ç=:zt: ccos(kt— s^-|-A).

Mais si, chaque molécule décrit un cercle ou une ellipse, le plan de ce

cercle ou de cette ellipse sera parallèle au plan invariable représenté par

l'équation

(.6) - sin ( />t— ^)
"^""t

^"* ^^— A) -f- - sin (A— ^w) == o.

Lorsque le système de molécules donné sera isotrope, les vibrations des

molécules seront comprises dans les plans des ondes. Donc alors le se-

cond plan invariable, représenté par l'équation (3), devra coïncider avec le

premier, représenté par l'équation (6), et l'on aura

au bv cw
(1)

sin ((« — v) sin (v — A) sin (A

—

^)'

Alors aussi les équations (2) représenteront un rayon simple qui sera po-

Ex. d'An, et de Ph. M, 29
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larisé rectilignemeiit, si les conditions (4) sont remplies, et circulairement

ou elliptiquement dans le cas contraire.

Pour que la polarisation soit circulaire, il est nécessaire et il suffit que le

déplacement absolu d'une molécule, c'est-à-dire le radical

se réduise à une quantité constante. Or, comme on aura généralement

cos'(kï'— sî+X) = i -j-{cos2(kt,— sï-l-X), etc.,

il est clair que le radical dont il s'agit deviendra constant ou variable avec

la somme
m,n..

_

?'+«'+ ?*,

suivant que le trinôme

(8) a^ cos2(kt.— s^-|-X) -f- b' cos 2(kï'— s^+ fx) -|-c'coS2(kt.— sf-j-v)

offrira lui-même une valeur constante ou variable. D'ailleurs, ce trinôme

étant une fonction continue de l'arc kf— s^, et changeant toujours de signe

quand cet arc reçoit un accroissement égal à -, s'évanouira nécessairement

pour une certaine valeur de t que l'on pourra supposer comprise, par

exemple, entre les limites

o et — = y 1

.

2S 4

Donc, pour qu'il offre une valeur constante, il sera nécessaire et il suffira

qu'il se réduise constamment à zéro. Dans cette hypothèse, en attribuant

^ \^— s^ les deux valeurs

O et -,
2

on trouvera successivement

(g) a*cos2A4-b*cas2//6-|-c*cos2i'= o, a*sin2A+b*sin2/>t+c*sin 2v=o,

et par suite

^ ' sin 2(f6
—

' v')

*~"
sin 2(v — a)

"~"
sin 2(A — ^)

Réciproquement, si les conditions (9), dont le système équivaut à la for-

mule (ro), se vérifient, le trinôme (8) sera constamment nul; et, comme on

aura par suite
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il est clair que chaque molécule décrira une circonférence de cercle ins-

crite au carré qui aura pour diagonale le double de la longueur

N/a' 4- b^ -H- c*.

Les formules qui précèdent se simplifient dans le cas où l'on fait coïn-

cider le plan des .r, j", avec le second plan invariable , ou, ce qui revient au

même, Taxe des z avec une droite perpendiculaire aux plans des ondes.

Alorsj l'équation (3) devant se réduire à

z = o,

on a nécessairement

u = o, v = o, w= zbk;

et par suite, en vertu de la formule (7),

c = G.

Donc alors, comme on devait s'y attendre, la dernière des équations (2)

se réduit à

$ = 0,

et les vibrations de chaque molécule , comprises dans un plan perpendi-

culaire à l'axe de ^ , se trouvent déterminées dans ce plan par le système

des deux équations

(12)' =a cos(k^ —- s^+ A)î >i = bcos(kt— st -\- /u\

qui , eu égard à la formule

k* = wz, on t= ±: z,

pourront s'écrire comme il suit :

(ï3) ^=acos(wz — s^4"^)? îi = bcos(v^js

—

st-hju)-

Si la polarisation est rectiligne , la dernière des conditions (4) , savoir,

(i4) sin (A — ;w) = o,

réduira^les équations (12) à la forme

(i5) ^ = acos(kv— sf-j-X), yj =5 itb cos(kt-— s?-(-X)i

^9-
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et, si le plan du rayon simple devient parallèle au plan des x ,z, alors, >i

étant constamment nul aussi bien que f , on pourra représenter ce rayon

par la seule formule

(i6) ï = a cos (k-o— st -[- l).

Si, au contraire, le plan du rayon simple devenait parallèle au plan des

j^ 2, alors Ç étant constamment nul aussi bien que n, on pourra repré-

senter ce rayon par la seule formule

(in) >7=:bcOs(ki^ Sf+ fx).

Si la polarisation devient circulaire, les conditions (9), réduites aux sui-

vantes

b* cos 2/W =— a* cos 2A, b* sin 2/W =— a* sin 2A,

donneront
b^= a^, b =n: a

,

et

cos2yW=: — C0S2A, sin2yw= — sin2A;

par conséquent,
!^^x = 2A + {in -f- 1 ) VT

,

et

(18) f^= K + {in+ i)^,

n désignant, au signe près, un nombre entier. Donc alors les formules (12)

deviendront

(19) J = acos(kt.— si-f-X), y? = ±: a sin (kt^— sf+ X).

Dans la seconde des formules (19), le double signe doit se réduire au signe

-|- ou au signe — , suivant que, pour décrire l'hélice propre à représenter

à un instant donné le rayon simple, un point mobile doit tourner dans un

sens ou dans un autre, en s'éloignant du plan des oc^ y.

Dans le rayon simple représenté généralement par le système des équa-

tions (12) , les déplacements d'une molécule, mesurés parallèlement à l'axe

des X, sont les mêmes que dans le rayon plan représenté par la seule

équation (16), et les déplacements parallèles à l'axe desj-, les mêmes que

dans le rayon plan représenté par la seule équation (17). C'est ce que l'on

exprime en disant que le premier rayon résulte de la superposition des deux

autres. D'ailleurs, les plans de ces deux derniers peuvent coïncider avec
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deux plans rectangulaires menés par l'axe du premier. Donc un rayon quel-

conque, doué de la polarisation rectiligne, ou circulaire, ou elliptique,

peut toujours être censé résulter de la superpositioi) de deux rayons po-

larisés rectilignement, et renfermés, le premier dans un plan fixe donné,

le second dans un plan perpendiculaire. Ces deux derniers rayons, appelés

rayons composants^ offriront en général des phases distinctes, représentées,

dans les formules (12}, par les angles

kï — sî+ A, kx.— st-\-^.

La différence entre ces deux phases a été elle-même désignée par quel-

ques auteurs sous le nom de phase; m^iis
^
pour éviter toute équivoque,

nous l'appellerons Vanomalie du rayon résultant. Cette anomalie, comme
chacune des phases, peut être, sans inconvénient, augmentée ou di-

minuée d'un multiple du nombre 27r'^ par conséquent, elle peut être

réduite à zéro ou au nombre tt, en vertu de la formule (i4)? lorsque la po-

larisation est rectiligne, et à -77- ou à tt , en vertu de la formule (18) ^

lorsque la polarisation est circulaire. Mais lorsque la polarisation devient

elliptique, l'anomalie peut varier avec la direction du plan fixe que l'on

considère. Concevons d'ailleurs que, dans chacun des deux rayons com-

posants, on nomme nœuds de première espèce j, ceux qui précèdent des mo-

lécules dont les déplacements sont représentés par des quantités positives.

Alors, le rapport de l'anomalie à la constante k représentera, au signe près,

la distance entre un nœud de Tun des rayons composants et un nœud de

même espèce de l'autre. Ainsi, en particulier, si l'on prend pour plan ûxç: le

plan des x, z^ les nœuds de première espèce du premier rayon composant

pourront être censés correspondre aux valeurs de -v pour lesquelles le dé-

placement
J=acos(kï-— sî-(-X)

s'évanouit, en passant, lorsque i^ vient à croître, du négatif au positif; en

d'autres termes, les nœuds de première espèce du premier rayon compo-

sant correspondront aux valeurs de x. comprises dans la formule

kt Sf -|~ ^= 2/277,

ou

(20) V =
^

,

n désignant, au signe près, un nombre entier. Pareillement les nœuds de



( 2 22 )

première espèce du second rayon composant pourront être censés corres-

pondre aux valeurs de -o pour lesquelles le déplacement

7j = b cos (kt^— %t-\- ]x)

s'évanouit, eu passant, lorsque -o vient à croître, du négatif au positif, par

conséquent aux valeurs de -o- comprises dans la formule

(21) .=
^

.

Donc, pour passer d'un nœud de première espèce du premier rayon com-

posant à un nœud de première espèce du second rayon , il suffira de par-

courir, sur l'axe commun des deux rayons, une longueur représentée, au

signe près, par le rapport

qui est précisément la différence entre des valeurs de %, fournies par les

formules (20) et (21). Cela posé, faire croître ou diminuer l'anomalie d'un

multiple de 27r, revient évidemment à faire croître ou diminuer la première

ou la seconde valeur de t. d'une ou de plusieurs épaisseurs d'ondes, par

conséquent à remplacer, pour l'un des rayons composants, un nœud de

première espèce par un autre nœud de même espèce. Alors aussi, quand

le rayon résultant sera polarisé en ligne droite, l'anomalie pourra être ré-

duite à zéro, ou au nombre tt, suivant qu'un nœud donné de l'un des

rayons composants viendra se placer sur un nœud de même espèce , ou

sur un nœud d'espèce différente, appartenant à l'autre.

Il est bon d'observer que l'on tire des formules (19), non-seulement

et par suite

mais encore

^* + y,- = a%

5
cos (kî>— si+ A)= ——>

, sin (k>^— si -f- A) =±

Donc, dans un rayon doué de la polarisation circulaire, la phase du mou-

vement projeté sur l'axe des JC, savoir,

kt — si + A,

peut être censée se confondre, au signe près, avec l'un quelconque des
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.

angles qui ont pour cosinus et sinus les rapports

\/r4-v^ v/r+»>'

par conséquent avec l'angle compris entre le demi-axe des x positives et

le rayon vecteur mené du centre du cercle à la molécule déplacée. En
d'autres termes, la phase relative à un axe fixe peut alors être censée se

confondre , au signe près, avec la distance angulaire de la molécule à cet

axe fixe.

Observons encore que si l'on décompose un rayon quelconque, repré-

senté par les équations (12), en deux rayons renfermés dans deux plans

rectangulaires, tels que les rayons représentés par l'équation (16) et par

l'équation (17), ces deux derniers seront précisément les projections du
premier sur les deux plans rectangulaires. Comme, d'ailleurs, rien n'em-

pêche de supposer le premier rayon doué de la polarisation circulaire, il

en résulte qu'un rayon plan
,
par exemple le rayon représenté par l'équa-

tion (16), se réduit toujours à la projection orthogonale d'un rayon polarisé

circulairement sur un plan mené par l'axe de celui-ci. On en conclut, que,

pour obtenir à un instant quelconque la phase d'un rayon plan, corres-

pondante à un point donné de son axe, il suffit de construire une circon-

férence de cercle qui ait pour diamètre l'amplitude des vibrations exécu-

tées par la molécule dont ce point était la position initiale
; puis de

chercher la distance angulaire entre ce diamètre, prolongé du côté où se

mesurent les déplacements positifs , et le point de la circonférence qui

,

étant projeté sur le même diamètre, offre pour projection la position de la

molécule à l'instant donné.

On appelle souvent azimut l'angle formé par un plan variable avec un

plan fixe : par exemple, en astronomie , l'angle formé par le méridien d'un

lieu avec le plan d'un cercle vertical. INous conformant sur ce point à l'usage

établi, lorsqu'un rayon simple sera polarisé en ligne droite, nous appelle-

rons azimut de ce rayon l'angle aigu formé par le plan qui le renferme avec

un plan fixe. Si d'ailleurs le plan fixe passe, comme nous le supposerons

généralement, par l'axe du rayon simple, et si ce rayon est considéré

comme résultant de la superposition de deux autres, polarisés l'un suivant

le plan fixe , l'autre perpendiculairement à ce plan; l'azimut du rayon ré-

sultant et l'azimut de son plan de polarisation seront les deux angles com-

plémentaires l'un de Tautre ,'qui auront pour tangentes trigonométriques

les rapports direct et inverse des amplitudes des vibrations moléculaires
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dans les deux rayons composants. Ainsi, en particulier, si, en supposant

un rayon plan représenté par les équations (t3) ou (i5), on nomme <3r

l'azimut de ce rayon par rapport au plan des x^ z, on aura

{il) tang^ = - .

Si un rayon simple cesse d'être polarisé rectilignement, rien n'empêchera

d'appeler encore azimut de ce rayon relativement à un plan fixe , l'azimut

qu'on obtiendrait dans le cas où, après avoir décomposé ce rayon en deux

autres polarisés, l'un suivant le plan ïiiLe, l'autre perpendiculairement à

ce plan, on ferait varier l'un des paramètres angulaires, sans changer les

amplitudes, et de manière à replacer les nœuds de l'un des rayons com-

posants sur les nœuds de l'autre. Ainsi défini, \azimut d'un rajon simple

^

par rapport à un plan fixe, sera toujours l'angle aigu qui a pour tangente

trigonométrique le rapport entre les amplitudes des vibrations moléculaires

du rayon composant, polarisé suivant le plan fixe, et du rayon polarisé per-

pendiculairement à ce plan ; de sorte que , dans \\i\ rayon représenté par

les équations (i3), l'azimut rar ^ relatif au plan des x, s, sera toujours dé-

terminé par la formule (22). Gela posé, lorsque le rayon résultant sera doué

de la polarisation circulaire, son azimut sera la moitié d'un angle droit,

quelle que soit d'ailleurs la direction du pian fixe auquel cet azimut se rap-

porte. Mais, si le rayon résultant est doué de la polarisation elliptique,

l'azimut dépendra de la position du plan fixe, et changera de valeur avec

cette position en même temps que l'anomalie.

5 II. Rayons réfléchis ou réfractés par la surface de séparation de deux milieux

isotropes.

Supposons deux systèmes isotropes de molécules séparés par une

surface plane que nous prendrons pour plan des ^, z; et concevons

qu'un mouvement simple ou par ondes planes, mais sans changement de

densité, se propage dans le premier milieu situé du côté des x négatives.

Si le mouvement simple dont il s'agit, à l'instant où il atteint la surface

de séparation, donne toujours naissance à un seul mouvement simple ré-

fléchi, et à un seul mouvement simple réfracté, les lois de la réflexion

et de la réfraction se déduiront sans peine des formules que nous avons

données dans un précédent Mémoire. Entrons à ce sujet dans quelques

détails.
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Soient au bout du temps /, et pour le point (^,J, z),

Ç, y\, C et I , >i, Ç,

ou

?/.^iC/ et f,,ii,,Ç„

ou enfin

r, "', r et ê', ?, e,

les déplacements effectifs d'une molécule , mesurés parallèlement aux

axes rectangulaires des jc, j-, z, et les déplacements symboliques corres-

pondants , c'est-à-dire les variables imaginaires dont les déplacements

effectifs sont les parties réelles, i° dans un rayon incident, qui rencontre

la surface de séparation de deux milieux isotropes; 2° dans le rayon

réfléchi par cette surface; 3° dans le rayon réfracté. Si l'on prend pour

axe des z une droite parallèle aux traces des ondes incidentes sur la sur-

face de séparation des deux milieux; les trois rayons seront représentés

par trois systèmes d'équations symboliques de la forme

(2) f,= A^e-""-^''^-^^ ^^= B^e-""+^^-^^ f,= c^g—+^-^^

,

(3) f = A'e"'"+"-^-^ V= B'e"'^-^*^-^-^', "ç'= C'e"'"^ "-^"'S

w, p», «', ^, A, B, C, A^, B^, C^, A', B', C, désignant des constantes qui

pourront être imaginaires. Si les trois rayons, comme nous le supposerons

dans ce paragraphe, se propagent sans s'affaiblir, on aura nécessairement

(4) )
" = « V'-

1

,

u, V, s, u' désignant des constantes réelles. On pourra même supposer

toutes ces constantes réelles, positives. En effet, chaque déplacement

symbolique pouvant être l'une quelconque de deux expressions imagi-

naires conjuguées
,
qui ne diffèrent entre elles que par le signe de V— i,

on pourra toujours admettre que, dans l'exponentielle népérienne à la-

quelle chaque déplacement symbolique est proportionnel, le coefficient

de t v— 1, représenté par la quantité s, est positif. De plus, pour que le

coefficient v de j*soit positif, ainsi que s, il suffira de choisir convena-

blement le demi-axe suivant lequel se compteront les^ positives. Enfin,

Ex. cTJn. el de Ph. Malh. 3o
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le rayon incident qui passera par l'origine des coordonnées , étant per-

pendiculaire au plan invariable représenté par l'équation

vjc + y^ = o,

on aura pour ce rayon

U V
'

et par suite les nœuds de ce rayon, qui correspondront à des valeurs

constantes de l'argument

Xjx + YJ S^ =: ^ — S^,

se déplaceront dans l'espace avec une vitesse dont la projection algébrique

sur l'axe des x, sera le rapport entre des accroissements AX, A^, de .r et

de t, choisis de manière que l'accroissement de l'argument s'évanouisse.

Cette projection algébrique, déterminée par la formule

—-— A^ — sA^ = o

sera donc
Aa: s

Af u* -j- V"
'

et pour qu'elle soit positive, ou, en d'autres termes, pour que les ondes

planes incidentes se meuvent dans le sens des jc positives, comme elles

devront le faire en approchant de la surface de séparation des deux mi-

lieux, il sera nécessaire que le coefficient u soit positif. Pour la même
raison , le coefficient u' devra encore être positif, les ondes réfractées de-

vant évidemment s'éloigner de la surface de séparation des deux milieux,

en se mouvant elles-mêmes dans le sens des x positives.

Considérons en particulier le cas où les mouvements simples propagés

dans les deux milieux sont du nombre de ceux dans lesquels la densité

reste invariable, c'est-à-dire, en d'autres termes, le cas où, dans les rayons

incident, réfléchi, réfracté, les vibrations des molécules sont transversales.

Alors les coefficients

A, B, A^, B,, A', B',

se trouveront liés entre eux, et avec les constantes imaginaires

w, (^, u',

par les formules
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(5) Aw -f- B<^ = o,

(6) — A^M + B^<^ = o, AV + BV = o.

Soient maintenant

(7) k = \/u*+ v% k' = \/u'^H-v*;

et faisons, pour abréger,

(8) k = k V—i, k' = k' V^— I.

On aura non-seulement

(9) À» = u'' + i^% k'* = u^ + ^\

mais encore, en supposant les équations des mouvements infiniment petits

des deux milieux réduites à des équations homogènes, et désignant par

/, / deux constantes qui dépendront de la nature de ces milieux,

(10) k» = -, k" = ?,.

Or, après avoir déterminé k', à l'aide de la seconde des deux formules (10),

on déduira facilement de la seconde des équations (7) la valeur de

(11) u' = \/k'*— V*.

Si d'ailleurs il existe un rayon réfléchi et un rayon réfracté, quels que

soient la direction et le mode de polarisation du rayon incident; alors,

en vertu des principes développés dans un précédent Mémoire (voir la

page 1 76) 5 on pourra des valeurs de

u, V, s, A, B, C,

supposées connues, déduire les valeurs de

Ay, B^, C^, A', B', G',

à l'aide des formules (6), jointes aux formules (4), (n) et aux suivantes

C M ~ w' C iu
(12)

c u + it" C u + u"
3o
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i' r .
—^A

A' \ X30V 2u_

les valeurs de XD, xd\ étant données par les équations

(.4) -t,=(v«_^^y, «=(v_--^-j.

dans lesquelles t^, t9', désignent encore deux constantes réelles qui dé-

pendent de la nature du premier et du second milieu.

Si dans les formules (12) et (i3), on substitue aux constantes imagi-

naires

«, p, A, w',

leurs valeurs tirées des équations (4) et (8) , on aura simplement

(i5)
C u+ u'' C u + u

A

(16)

La constante s, comprise dans les formules (4) et (10), est, comme
on sait, liée à la durée T des vibrations moléculaires par la formule

^—
s

»

et Ton a pareillement

1, l' désignant les longueurs dondulation ou les plus courtes distances

1 ^X y 25r



( ^^9 )

entre deux nœuds de même espèce, i® dans le rayon incident ou réfléchi,

2° dans le rayon réfracté. Si d'ailleurs on nomme

n, a',

les vitesses de propagation des nœuds ou des ondes planes dans le premier

et le second milieu, on aura

et par suite,

n^ = /

,

a * = /.

Enfin, si l'on nomme t, t' les angles d'incidence et de réfraction, c'est-

à-dire les angles aigus formés par les directions des rayons incident et

réfracté avec la normale à la surface de séparation des deux milieux , on aura

f u = k cos T, V =k sin t,

^'7)
\ u'= k'cosT', v'= v= k'sinT',

puis on en conclura

uu' — V* =kV cos (t-^-t'), ud'4-v»= kk'cos(T— t'),

(u'-|-u)v= kk' sin (t+ t'), (u'— d) v= kk' sin (r— t'),

et par suite, en posant pour abréger

(«8) -^=0-(rTfW-J'' '-(-(T+Fkvr»
on tirera des formules (i5), (i6), jointes aux équations (14) ,

. X C^ sin (/— t) G' 2 sin r' cos r
^'9'' G ~ sin(r'-f7)' G "• sin(r'4-r)'

SA,

_ -, (i -I-
^^f) cos (t -f. t')+ (^+ &) sin (t+ tQ j/^^^ C^

A
(i ^ ^5/) cos (t— tO+ (S+ &) sin (t— t') ^/ZTT C

'

^ ^k 1+^ C^^

A k' (i4.SS0cos(t— T') + (S+ S')sin(T — tO k'^^ ^

Soient maintenant

7 /? - >

les déplacements d'une molécule mesurés dans les rayons incident, réflé-
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chi et réfracté, parallèlement au plan d'incidence, et

« » «., «',

les déplacements symboliques correspondants, chacun des déplacements

effectifs », «^, «', étant positif ou négatif, suivant que la molécule déplacée

est transportée du côté des x positives, ou du côté des x négatives.

Gomme les déplacements

«, «., «',

lorsqu'ils seront positifs , auront pour projections algébriques sur l'axe

des X

on aura nécessairement

g = « sin T, ^^ = «^ sin r, g'= a' sin t'.

ou , ce qui revient au même

,

V

? = I*^' ?/=.-«.. ?'=r«''
et par suite

« = k, «,= ^^?,, «'=7?'-

On pourra donc prendre

de sorte, qu'en posant, pour abréger,

(2.) H= ^â, H,= ^A,, H'=^A',

on tirera des équations (i), (2), (3),

(22) « = He""+^-^-^', Ç = Ce""-»"''-^-^.%

(23) «,= H,e-""+^-^-^'
, l^= C^e-""-^

•'•^-''

,

('2/4) «'= H'e"'"-*-^-^-^'
, ^'= C'e"''-*-*'-^-^

Si, maintenant, on nomme

h, c, h^, c^, h', c',
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les modules des expressions imaginaires

H , C , H^ , C, , H , C ,

et si l'on pose en conséquence

( K — he''^^, E=h,e'''^~, H'= h'e"' ^'^,

^'^^
\ C = ce^^-' , C, =c,e'' ^'^, C'= c'e

'^ ^'^
,

ju^v, /u^y V,, fJi\ v\ désignant des arcs rëels; les formules (22), (sS), (24)

donneront

(26) « = h cos(u^+vj— s^+/w), Ç =c cos(u^+v7-— s^+y),

(27) «^= h^cos{—\}x+\j—st+f/.^, C/=c^cos(—ux+vjr— s^+i'J,

(28) »'= h! cos{j}'x+\jst+ijJ), Ç'= c'cos(u'^+vj'— s^nf /).

Le système des formules (26) représente le rayon incident; « et ^ désignant,

dans ce rayon, les déplacements d'une molécule mesurés parallèlement au

plan d'incidence et perpendiculairement à ce plan. Si l'un de ces déplace-

ments venait à s'évanouir, le rayon incident deviendrait un rayon plan ren-

fermé dans le plan d'incidence , ou polarisé suivant ce même plan , et qui

pourrait être représenté, dans le premier cas, par la seule formule,

(2g) «= h cos (ujc+ y/ — st+ fji),

dans le second cas, par la seule formule

(3o) Ç = c cos(ux+ vjr — s^+ v).

Comme le rayon représenté par le système des formules (26), offre tout-à-la-

fois les deux espèces de déplacements moléculaires, observés dans les rayons

plans que représentent les formules (2g) et (3o) prises chacune à part, on

peut dire que le premier rayon résulte de la superposition des deux autres.

Chacun des rayons réfléchi et réfracté peut, d'ailleurs, aussi bien que le

rayon incident, être considéré comme résultant de la superposition de deux

rayons plans; l'un de ces derniers étant renfermé dans le plan d'incidence,

ou, ce qui revient au même, polarisé perpendiculairement à ce plan, et

l'autre étant, au contraire
,
polarisé suivant ce même plan. Cela posé, après

la réflexion ou la réfraction , le rayon plan , renfermé dans le plan d'inci-

dence, sera représenté par la première des formules (27) ou (28), et le

rayon polarisé suivant le plan d'incidence par la seconde.
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Observons encore que, dans les formules (26)51(27), (28), les demi-

amplitudes des vibrations et les paramètres angulaires se trouvent repré-

sentés par
h, h^, h', et yt^, yw^, f/.',

pour les rayons renfermés dans le plan d'incidence ; et par

c, c^, c', et v, v^, /,

pour les rayons polarisés suivant le même plan.

Au point ou le rayon incident rencontre la surface réfléchissante , on a

jr = o;

ce qui réduit les formules (22), (23), (24), aux suivantes :

(3i) « = H/•^'-^ l^Ce"""'',

(3.) «^=H/^—
, l=:C/'-^\

(33) ^=n'e'"'-"\ r=c'e^^-'^

et les formules (26), (27), (28), aux suivantes :

(34) « = h cos [vj — s^ -f- ,a)
, Ç" ;= c cos (y;^ — si + y)

,

(35) «^ = h^cos(v7 — s/; + f/,^, ^^=: c^cos(vj— s^ + yj,

(36) «' = h'cos(vj — si + fj^'),
Ç''= c'cos(vjr— st + /}.

Il suit des formules (3i), (32), (33) que la réflexion ou la réfraction d'un

rayon simple renfermé dans le plan d'incidence, ou polarisé suivant ce

plan, fait varier dans ce rayon le déplacement symbolique

^ ou l,

dans un rapport constant. Ce rapport, qui sera d'ailleurs imaginaire, est

ce que nous nommerons le coefficient de réflexion ou de réfraction. Si on le

désigne par

ï ou V

pour le rayon plan renfermé dans le plan d'incidence, et par

J ou Vi

pour le rayon polarisé suivant ce plan; on aura
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(37) l

""'
~^'

et par suite, eu égard aux formules (19), (20)

,

/oQ\ j
sin(r'—r) Y7

2sinr'cosr

^ ^ sin (r'-f r)
'

sin (r'-fr)
'

(39)
(i-f-SS') cos (T-r ) 4- (S-f S') sin (r—r') V"^

ï'= '±^ =r
( I + SS') cos (r— t') + (S+ S')sin (r—/) V^— I

'

les valeurs de S, G' étant toujours données par les équations (*)

(.8) g = -('-
(.^;)3.n-J

'^ ^'=('- (.+r')sin'.'
)"'

(*} Il est bon d'expliquer comment il arrive que les valeurs de t?, XD' ou de ^,^'

fournies parles équations (i4) ou ^18), sont affectées de signes contraires, les valeurs

de 'O', fô' étant positives et celles de 'O, S négatives. En voici la raison.

En vertu des principes établis dans le Mémoire qui a pour titre Méthode générale

propre àjburnir les équations de condition relatives aux limites des corps y on doit,

dans la formule (27) de la page 147 , supposer la valeur de XD positive et déterminée

par l'équation (26) [ibidem'], lorsque l'on considère un système de molécules situé,

par rapport au plan des ^, z, du côté des .r positives. Dire alors que l'on doit avoir

^ > o
,

c'est dire , en d'autres termes
,
que l'exponentielle

doit devenir sensiblement nulle, dans ce syslèuie, à de grandes distances du plan des

jK, z*, et cette dernière condition est effectivement l'une de celles que, suivant la théorie

développée dans le Mémoire, il importe de vérifier. Mais, pour que la même expo-

nentielle

devienne sensiblement nulle, à de grandes distances du plan desj^, z, dans un sys-

Ex. d'An, et de Ph. M. 3:
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îi suit des formules (34), (35), (36), que la réflexion ou la refraction

d'un rayon simple, renfermé dans le plan d'incidence ou polarisé suivant

ce plan, fait varier, dans ce rayon, l'amplitude des vibrations moléculaires

dans un certain rapport donné, et ajoute en même temps au paramètre

angulaire un certain angle. Ce rapport et cet angle sont ce que nous nom-
merons le module et Vargument de réflexion ou de réfraction. Si l'on désigne

le module et l'argument de réflexion ou de réfraction par

I et f , ou par I' et i'
,

pour le rayon renfermé dans le plan d'incidence , et par

J et/, ou par J' et y',

pour le rayon polarisé suivant ce même plan • les constantes positives

(40) 1 = ^, I'=|:, J:=£., J'==L.

seront, en vertu des formules (87), les modules des expressions imaginaire*

ï, r, j, j',

tandis que les arcs réels

(4î) i ^ ^^— fL, i'=f/.'—fX, j^v,— v, /= /— V,

représenteront les arguments de ces mêmes expressions. On aura donc

Ces dernières formules, jointes aux équations (38) et (39), suffiront pour

déterminer complètement les valeurs des modules et des arguments de

réflexion et de réfraction.

tème de molécules situe' du côté des a: négatives, il faudra au contraire que l'on ait

O < o.

Cela posé , en considérant deux milieux au lieu d'un seul , et posant d'ailleurs w= o,

on doit évidemment à l'équation (26) de la page i47 substituer les formules (i4)-

Par la même raison on devra, dans la formule (i5) de la page 167, remplacer

t) par — X9.
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Si l'on compte à J3artir du plan d'incidence l'azimut du rayon incident,

ou réfléchi , ou réfracté, la tangente de cet azimut sera le rapport entre les

amplitudes de vibration mesurées dans les deux rayons composants et po-

larisés, l'un suivant le plan d'incidence, l'autre perpendiculairement h ce

plan, tandis que l'anomalie sera la différence entre les paramètres an-

gulaires de ces mêmes rayons composants. Donc alors, dans le rayon in-

cident, ou réfléchi, ou réfracté, la tangente de l'azimut se trouvera repré-

sentée, en vertu des notations ci-dessus admises, par le rapport

h «" '^' °" F'

et l'anomalie par la différence

y -— ^, ou Vj — fx^, ou v' — /u'.

Cela posé, la tangente de l'azimut et l'anomalie, mesurées dans le rayon

réfléchi ou réfracté, se déduiront aisément de la tangente de l'azimut

et de l'anomalie mesurées dans le rayon incident. On tirera en effet des

formules (4o) et (40

(43)
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on en tirera

( tang^ = p tang^' = jt,

et, en vertu de ces dernières, on réduira les équations (43), (44) » i»

forme

(46) j
^ = ^,tang^,

f,
=:î^tang^,

( î;^ — ^^ = j; — At + cT, ïa' — ^' = j; —. /^ + cT'.

Observons encore qu'en vertu des formules (42) et (45), l'on aura

(47) i = tang^.e'^^^^, l; = tang.tir^e'^^^;

et que, pour déterminer à l'aide des formules (47) les valeurs de

il suffira d'y substituer les valeurs des rapports

J J^

tirées des équations (39).

Avant de terminer ce paragraphe, nous ferons une remarque impor-

tante. Nous avons déjà observé que chacun des rayons incident, réfléchi,

réfracté, peut être censé résulter de la superposition de deux rayons po-

larisés rectilignement, dont l'un est renfermé dans le plan d'incidence, et

l'autre dans un second plan perpendiculaire au premier. Or, parmi les for-

mules (3i), (32), (33), ou (34), {^5), (36), ainsi que parmi les formules

(37), (38), (39), (40), (40? (4^)1 les unes se rapportent exclusivement aux

rayons composants renfermés dans le premier plan, c'est-à-dire dans le

plan d'incidence, les autres aux rayons composants renfermés dans le se-

cond plan. Il y a plus : les amplitudes de vibration et les paramètres an-

gulaires des rayons renfermés dans l'un de ces plans, -entrent uniquement

dans les formules relatives à ces rayons. Donc les modifications qu'éprou-

vent, en vertu de la réflexion ou de la réfraction, les rayons renfermés

dans l'un des plans dont il s'agit, sont entièrement indépendantes des mo-

difications qu'éprouvent les rayons renfermés dans l'autre, et de la nature

de ces derniers rayons. On peut donc énoncer la proposition suivante.



( ^37 )

Théorème. Supposons qu'un mouvement simple et par ondes planes

rencontre la surface de séparation de deux milieux isotropes, et considé-

rons le rayon incident, dont l'axe aboutit à un point donné de la surface,

comme résultant de la superposition de deux rayons plans, l'un renfermé

dans le plan d'incidence, l'autre polarisé suivant ce même plan. Ces deux

derniers rayons se trouveront réfléchis et réfractés indépendamment l'un

de l'autre.

Nous observerons encore qu'en vertu des équations (38), (39)et(42),

jointes aux formules (18), les quantités

ou

I et î, J et /,

V et i, V et y',

c'est-à-dire les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction, re-

latifs à chacun des rayons composants, dépendent uniquement de l'angle

d'incidence r, de l'angle de réfraction t', et des deux constantes

f, r.

Ces dernières constantes dépendent elles-mêmes, ainsi que les constantes

k, k',

comprises dans les formules (17), de la nature des deux milieux que ron<

considère. Comme on a, d'ailleurs, en vertu des formules (17),

k sin T = k' sin r',

et par suite

. sinr k'

^^ s^W - k '

l'angle de réfraction sera complètement déterminé quand on connaîtra

l'angle d'incidence et le rapport constant

^I — L
k ^. r'

qui s'appelle, comme l'on sait, Vîndice de réfraction. Donc en définitive

les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction, et par suite

les amplitudes ainsi que les paramètres angulaires des rayons réfléchis ou

réfractés, pourront être considérés comme dépendants uniquement de
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l'angle d'incidence, et des valeurs que prendront les trois constantes

k' '

Les formules établies dans ce paragraphe comprennent, comme cas

particulier, celles que Fresnel a données pour représenter les lois de la

réflexion et de la réfraction de la lumière à la première et à la seconde sur-

face des corps transparents, lorsqu'il existe un angle d'incidence pour le--

quel un rayon simple est toujours après la réflexion complètement polarisé

dans le plan d'incidence. Elles montrent aussi les modifications que doivent

subir ces mêmes lois , dans la supposition contraire. C'est là en effet ce qui

résulte des considérations qui seront développées dans les paragraphes

suivants et dans d'autres Mémoires.

5 III. Sur les deux espèces de mouvements sim,ples qui, dans un milieu isotrope, peuvent

se propager sans s'affaiblir.

Avant de développer les conséquences des principes établis dans le pa-

ragraphe précédent, il sera bon d'examiner de nouveau la nature des

mouvements simples qui, dans un système de points matériels homogène
et isotrope, peuvent se propager sans s'affaiblir.

D'après ce qui a été dit dans un autre Mémoire, si l'on nomme

^1 ^1 ^^

les déplacements d'une molécule mesurés, au poinj (x
, j^ z), parallèle-

ment aux axes coordonnés et rectangulaires des ^, ^ et z, les équations

des mouvements infiniment petits d'un milieu homogène et isotrope se-

ront de la forme

(,) (D; ~ E)e = FD.u, (Dr ~ E> = FD,v, (D; ^ E)^ = FD,v,

E, F désignant deux fonctions entières du trinôme

Di -H- d; -H d:,

et V la dilatation du volume, déterminée au point {oc, j^ z) par la formule

(2) u == D.g + D,>, + D,C.

En d'autres termes , on aura
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(
(Dr - E)C = rD,(D,? + D,r, + B/J.

Soit d'ailleurs « le déplacement d'une molécule mesuré parallèlement à un

axe fixe quelconque. On tirera des équations (i) et (2), ou, ce qui re-

vient au même, des formules (3) , non-seulement

(4) [D? — E — (d: + d; -4- d:)F]u = o,

mais encore

(5) (D,^ — E) [D: — E -- (Di + d; + D:)F]« = o.

Soient maintenant

?, ^y c.

les déplacements symboliques d'une molécule. Ces déplacements symbo-

liques, dont les déplacements effectifs

représenteront les parties réelles, seront déterminés , dans un mouvement

simple (voir les pages i38 et iSg), par des équations de la forme

(6) f = Ae"*+^-^+^^~-^S yi = Be"^-^^^'+^'*—^^ Ç = Ce"'+^-^+^^^-^^

les constantes réelles ou imaginaires

w, (^, tv, j, A , B, C,

étant assujéties à vérifier l'un des deux systèmes d'équations

(7) s* = S\ «A + pB + tvC = o,

(8) s^ = ^ + ^k% ^ = 5=^,

dans lesquels on représente par k' la somme m* -\- v' + w', et par

ce que deviennent

E, F,

quand on y substitue à D^, D^, D, les lettres u, v, w, par conséquent à

Di + d; + d:
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la somme

(g)
II- 4- ^' + w' = k\

Lorsque les équations des mouvements infiniment petits du système de mo-

lécules deviennent homogènes, E devient proportionnel à D^-j-D^+ D%

et F se réduit à une quantité constante. On peut donc alors supposer

(lo) E = /(Di + D; + D:), F = /f,

/ , f , désignant deux constantes réelles ; et par suite les formules (3) , (4), (5)

se réduisent à celles-ci :

([D.' - ^(Pl + D; + D:)]g = /fD.u,

(II) {[D^. — /(d: + d; + d:)]^ = /fD.u,

{[p] - ;(D: + d; + Blj-]Z = 'fD.t>;

(i2) [D=. — /(i -+- i)ÇDl + d; + D:)]t> = o;

( i3) [Di — /(d: + d;+ d:)] [d^, - /(i + f) (d: + d;+ d:)]«= o.

Alors aussi, les formules (lo) entraînent les suivantes

(i4) c^ = '^% ^ = ^f^

la première des équations (7) se réduit à

(i5) • J* = /A%

et la première des équations (8) à

(16) s'^ = /(i + i)k\

Considérons maintenant un mouvement simple qui, dans un système

homogène de molécules, se propage sans s'affaiblir. Alors, dans les équa-

tions (6), (7), (6), les constantes imaginaires

devront perdre kurs parties réelles, de manière à se présenter sous les

formes

(17) W = U \/ I, t^ = V V^ I , IV = W \/ I , 5 = 5 V'' Il

u, V, v^^, s désignant des quantités réelles; et l'équation du second plan

invariable, c'est-à-dire du plan mené par l'origine parallèlem.ent aux plans

des ondes, sera

(18) u:t' + \jr -f- yyz = o.
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Oi, comme, enjoignant les formules (6) et (17) à la seconde des équations

(7), ou à la seconde des équations (8), on en tire dans le premier cas

uf + v>} + wf = o,

lar conséquent



( ^42 )

tits deviennent homogènes, la première des équations (7) ou (8) se trouve

remplacée par la formule (i5) ou (16), de laquelle on tire, eu égard aux

équations (17), (21), (22),

s» = ik\ a* = /,

ou
s^ = /(i+f)ks a* = /(i+0-

Donc alors la vitesse de propagation des vibrations transversales se réduit à

(24) a = Vo
et la vitesse de propagation des vibrations longitudinales à

(25) n = \//(i +f).

Ces deux vitesses étant alors indépendantes de la durée des vibrations mo-
léculaires, et de la longueur d'ondulation, celte longueur et cette durée

sont proportionnelles Tune à l'autre, en vertu de la formule

et le phénomène de la dispersion n'a plus lieu. Alors aussi le rapport entre

la vitesse de propagation des vibrations longitudinales et la vitesse de pro-

pagation des vibrations transversales sera , en vertu des formules (24) et

(25) , la racine carrée de

I + f

.

Donc ce rapport deviendra nul ou infini , avec la vitesse de propagation

des ondes longitudinales, si l'on suppose

(^6) f=-i, ou (^7) f=i
Dans la première supposition, les formules (11), (12), (i3) donneraient

(
[d;— /(d^.+ d;+d:)]H-/D,v=o,

(28) j
[D? — /(Di + D;+D:]]>i+^D,u=o,

l [D?— /(d: + d^+d:)]^+/d,u==o,

(29)
t>> = o,

(30) [D? — /(d: + d; -h Dy]Dr« = o.

Ajoutons que les vibrations transversales disparaîtraient, au moins à de

grandes distances des centres d'ébranlement, si la constante / devenait

négative, et les vibrations longitudinales, si le produit /(i -f- f) devenait

négatif.



( 243 )

5 IV. Des milieux dont les surfaces de séparation polarisent^ suivant le plan dtinci-

dence , les rayons réfléchis sous un certain angle.

Considérons, comme dans le second paragraphe, deux systèmes de

molécules homogènes et isotropes, séparés par une surface plane que

nous prendrons pour plan des j^ z. Concevons encore qu'un mouvement

simple, mais sans changement de densité, se propage dans le premier

milieu situé du côté des x négatives, et qu'à l'instant où ce mouvement

atteint la surface de séparation, il donne généralement naissance à un seul

mouvement simple réfléchi, et à un seul mouvement simple réfracté. En-

fin, prenons pour axe des z une droite parallèle aux traces des pians des

ondes sur la surface réfléchissante; nommons r l'angle d'incidence, t'

l'angle de réfraction; et regardons le rayon incident comme résultant de

la superposition de deux rayons polarisés rectilignement, l'un suivant le

plan d'incidence, l'autre perpendiculairement à ce plan. Ces deux der-

niers rayons se trouveront réfléchis et réfractés indépendamment l'un de

l'autre. Si l'on considère en particulier celui des rayons composants qui

se trouve polarisé suivant le plan d'incidence, ou, en d'autres termes, le

rayon dans lequel les vibrations des molécules sont parallèles à la surface

réfléchissante; si d'ailleurs, pour ce rayon, l'on nomme

J ou J'

le module de réflexion ou de réfraction y c'est-à-dire le rapport suivant

lequel la réflexion ou la réfraction fait varier l'amplitude des vibrations

moléculaires, et

Vargument de réflexion ou de réfraction , c'est-à-dire l'angle que la ré-

flexion ou la réfraction ajoute au paramètre angulaire; les valeurs des

quantités

J et y, ou J' et y',

se déduiront de l'équation

(i) Je^^""'=:J ou (2) re''^~' = r,

dans laquelle le coefficient de réflexion J ou le coefficient de réfraction J'

,

sera déterminé par la formule

/">\ T sin(T'— t) ,-v ^/
(o) J = '

, f
, \

ou (4) y ==
1 sin r cos T

sin (r'-f-r) ^ ^ sin (r' -f- r)

32..
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Si au contraire l'on considère celui des rayons composants, qui se trouve

renfermé dans le plan d'incidence, et si Ton nomme, pour ce rayon,

I et /, ou r et /',

le module et l'argument de réflexion ou de réfraction , Ton aura

(5) ïe^"' == ï, ou (6)
1/-^

. ... r/^"^ = r, ^

le coefficient de réflexion 1 ou le coefficient de réfraction V étant déter-

miné par la formule

Y — — (i + g^O cos (t+ r')+ (^+ ^0 sin (7+ tQ \/^^^ -

ou

^ ^
(i + se') cos (t— r') -j- (S+ ^0 sin (t — t') \/— i '

et les valeurs de î^, S' étant de la forme

(9) s = - (1 - ^_-^J-\ S' = (, _- __pl__,)-r

Ajoutons que l'angle de réflexion r et l'angle de réfraction r' se trouve-

ront liés l'un à l'autre, conformément à la loi de Descartes, par la for-

mule (4^) du § II, ou ce qui revient au même, par la suivante

6 désignant Vindice de réfraction, dont la valeur sera

Dans les formules qui précèdent, les trois constantes réelles

6, f, f,

dépendent de la nature des deux systèmes de molécules proposés.

Pour que la réflexion fasse disparaître le rayon polarisé suivant le plan

d'incidence, ou le rayon polarisé perpendiculairement à ce plan, il est

nécessaire et il suffit que , dans ce rayon , la demi-amplitude des vibra-
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tions moléculaires se réduise à zéro après la réflexion, et par suite, que

le module de réflexion

J ou I,

s'évanouisse avec le coefficient de réflexion

J ou I.

Pour que l'un de ces mêmes rayons ne se trouve point modifié par la

réfraction, il est nécessaire et il suffit que l'amplitude des vibrations, et

le paramètre angulaire, ou du moins le sinus et le cosinus de ce para-

mètre, restent les mêmes avant et après la réfraction; par conséquent, il

est nécessaire et il suffit que le module de réfraction

J' ou r,

se réduise à l'unité, et l'argument de réfraction

f ou i\

m

à zéro ou à un multiple de circonférence itt. Au reste cette double con-

dition peut être remplacée par une seule, savoir que le coefficient de ré-

fraction

V ou V,

soit équivalent à l'unité.

Lorsqu'on suppose l'indice de réfraction réduit à l'unité, c'est-à-dire

lorsqu'on a

(12) S = I.,

et par suite

k' = k
la formule (10) donne

(.3) t' = r;

et alors , le coefficient de réflexion

J ou I

se réduisant à zéro, en vertu de la formule (3) ou (7), on voit complète^

ment disparaître le rayon réfléchi. Alors aussi le coefficient de réfractioxi^

J' ou r,
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se réduit à l'uuité, en vertu de la formule (4) ou (8), et par suite le

rayon réfracté ne diffère point du rayon incident. La supposition que

nous venons de faire comprend évidemment le cas où les deux systèmes

proposés seraient de même nature. Dans ce cas , on aurait non-seulement

k' = k,

mais encore
f = f;

et, puisque les deux systèmes proposés pourraient être considérés comme
n'en formant plus qu'un seul , il serait tout naturel que le rayon réfléchi

disparut , et que le rayon incident ne fût pas altéré par la réfraction.

Si la condition (12) n'est pas remplie, la condition (i3) ne le sera pas

non plus, à moins que t ne s'évanouisse , et par suite l'équation (3) four-

nira généralement pour le coefficient de réflexion J une valeur différente

de zéro. On ne doit pas même excepter le cas où l'angle t s'évanouirait

,

attendu que, dans ce cas, on tirerait des formules (3j et (10)

(1,4) 7' = o. J =
'-fr 1+6'

Donc, lorsque l'indice de réfraction 9 diffère de l'unité, un rayon inci-

dent
,
polarisé suivant le plan d'incidence , se trouve toujours réfléchi par la

surface de séparation des deux milieux. S'agit-il au contraire d'un rayon

incident renfermé dans le plan d'incidence? Il ne pourra disparaître après

la réflexion que pour des valeurs de

f f T

propres à faire évanouir le coefficient de réflexion I, et par conséquent à

vérifier l'équation

(i + s^) cos(t +. t') + (S +^') sin(T + t') s/— i == o,

de laquelle on tire

(,5) (^i + m') cos(t + t') = o, (S + s') sin(T + t') = o.

Il y a plus; comme des deux rapports
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l'un ne peut devenir infini sans que l'autre s'évanouisse, il est clair que

pour chaque valeur de r, l'un d'eux au moins conservera une valeur finie;

et par suite l'expression imaginaire I, qui, en vertu de l'équation (7), peut

être présentée à volonté sous l'une ou l'autre des formes

_. cos (T + tO+ -^ij sin (t+ tO »/=r-i

î --: I-j-^^
J

cos (r — tO + :^ZL;^f
s^'^ (j— -^0 V^— i

i+GS'
"~

g + g/ cos(r+ r') + sin(T+ T')K— i_

^ cos (t — t') + siiï ("ï" —
'î'O r — I

ne pourra s'évanouir, sans que r, t' vérifient l'une des deux conditions

(16) cos(t + t') = o, sin(T-l-T') = o.

D'ailleurs, S étant différent de l'unité,! ne se réduirait pointa zéro si l'on

supposait

sin (t + t') = o.

Car de cette supposition
,
jointe à la formule (10), on conclurait

sin t' = d: sinr, (i =±: 9) sinr = o, sinr = o, t = t' = o,

et par suite

+ î

Donc, si la condition (12) n'est pas remplie, les angles r, r' vérifieront,

non la seconde, mais la première des formules (16), de laquelle on tirera

(17) -^ + ^' = î'

tandis que la seconde des équations (i 5) donnera

S + S' = o,

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (9) et (10),

('8) 6* ='7^7'
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et, en vertu <\e la formule (n),

La condition (17) peut toujours être remplie pour une certaine valeur de r,

que l'on déduira sans peine de3 formules (17) et (10), en vertu desquelles

on aura non-seulement

sin r' = cosr,

mais encore

(20) tangr = 9.

On peut remarquer d'ailleurs qu'au moment où l'angle d'incidence r vé-

rifiera la formule (20), l'angle

TT T T%

compris entre les rayons incident et réfracté, deviendra précisément égal à

-. Donc la formule (17) sera vérifiée au moment où le rayon réfracté de-

viendra perpendiculaire au rayon incident.

Quant à la condition (19), elle peut être ou n'être pas remplie suivant

la nature des deux systèmes. Si elle se trouve effectivement vérifiée,

alors, sous l'incidence r déterminée par la formule (20), un rayon ren-

fermé dans le plan d'incidence, et polarisé perpendiculairement à ce plan,

disparaîtra toujours après la réflexion, et par suite un rayon incident

quelconque sera transformé par la réflexion en un rayon complètement

polarisé suivant le plan d'incidence. Pour cette raison, l'on nomme, dans le

cas dont il s'agit, angle de polarisation complète^ ou simplement angle

de polarisation^ l'angle r déterminé par la formule (20). Si l'on désigne

par (p ce même angle, on aura, en vertu de la formule (20),

(21) (p = arc tango.

Lorsque la condition (19) se vérifie, alors

G, &

étant nuls, les équations (7) et (8) se réduisent aux suivantes

cosc^j
(a3) v = —-^—-r.

COS (r— r )
^ '

j
COS (t — r

)
\ / COSfr T ) ^ '
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Alors aussi les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction sont

donnés immédiatement par les formules (i) et (2) jointes aux formules

(3), (4)î (22) et (^3). Seulement il convient ici de distinguer deux cas dif-

férents , savoir, le cas où, l'indice de réfraction fl étant supérieur à l'unité,

on a par suite, en vertu de la formule (to),

et le cas où, l'indice de réfraction 9 étant inférieur à l'unité, on a par suite,

en vertu de la formule (10),
T < V.

Or, supposons d'abord

(24) 9>i, T>r'. -

Dans ce cas, en vertu de la formule (i), jointe aux équations (3) et (22),

le module et l'argument de réflexion pourront être réduits, pour le rayon

polarisé suivant le plan d'incidence, aux deux quantités

(25) J = , . , / = '?»';
^ ^ sin (t -4- T )

' '
'

et, pour le rayon renfermé dans le plan d'incidence, 1° lorsque r sera

compris entre les limites o, (p, aux deux quantités

(20) 1 = •: -.—;—TT, i = o,

2° lorsque t surpassera l'angle (p, aux deux quantités

(27) 1 = : z r:, l -:==, TT,

Considérons maintenant le cas où l'on aurait

(28) ô<i, r<T'.

Dans ce cas, le module et l'argument de réflexion pourront être réduits,

pour le rayon polarisé suivant le plan d'incidence , aux deux quantités

/ N T Sin (r'—r)
(20) J = - . , , .

r, 7=0;

et, pour le rayon renfermé dans le plan d'incidence, 1° lorsque r sera

Ex. d'An, et de Ph. M, 33
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compris entre les limites o, (p, aux deux quantités ^-

^ ' tang \r -^-ry

2° lorsque r surpassera l'angle (p , aux deux quantités

(3.) I = tan«(r'-.) . ^ ^_
^ '^ tang(7r — r— r)'

Dans l'un et l'autre cas, en vertu de la formule (2) ,
jointe aux équations

(4) et (2i3), le module et l'argument de réfraction pourront être réduits,

pour le rayon polarisé suivant le plan d'incidence, aux deux quantités

^- . ^, ssinr'cosT .,

(3^) J =
-iïïTc.-TTT' / = «'

et, pour le rayon renfermé dans le plan d'incidence, aux deux quantités

(33) r = • r , '^ ', r. , z' = O.

On peut observer que, dans les formules précédentes, l'argument de

réfraction se réduit toujours à zéro. Donc, si, dans un rayon incident po-

larisé suivant le plan d'incidence ou perpendiculairement à ce plan , on

considère un nœud quelconque de première ou de seconde espèce, à

l'instant où ce nœud , en vertu de son mouvement de propagation , at-

teindra la surface réfringente, il passera immédiatement, sans changer

d'espèce, dans le rayon réfracté. Il passera aussi, sans changer d'espèce,

dans le rayon réfléchi, si, l'indice de réfraction étant supérieur à l'unité,

le rayon incident est polarisé suivant le plan d'incidence et tombe sur

la surface réfléchissante, sous une incidence inférieure à l'angle de pola-

risation complète, ou si, ces deux conditions n'étant pas simultanément

remplies, l'indice de réfraction devient supérieur à l'unité. Dans les autres

hypothèses, l'argument de réflexion se réduisant à la demi-circonfé-

rence ou au nombre tt, on peut affirmer qu'à l'instant où un nœud du

rayon incident atteindra la surface réfléchissante, il changera d'espèce en

passant dans le rayon réfléchi. C'est au reste ce que l'on peut encore ex-

primer en disant qu'alors un nœud d'espèce donnée se trouvera déplacé

par la réflexion, et transporté en avant de la position qu'il occupait , à une

distance égale à la moitié de la longueur d'une ondulation.

Nous ajouterons que, pour passer des formules (^5), (26}, (27), qui sup-
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posent 9 >• I, aux formules (29), (3o), (3i), qui supposent ô< i, il suffît

évidemment d'écrire, dans les valeurs des modules de réflexion I et J,

r — T au lieu de r — r',

et de faire croître ou diminuer les arguments de réflexion i et j d'un angle

égal à la demi-circonférence tt.

Les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction étant déter-

minés comme ci-dessus, les azimuts

et les anomalies

de réflexion ou de réfraction, se déduiront immédiatement (voir la p. 236)

des formules

(34) tang^ =
J

, tang^' = ^,

(35) J^=/-/, j^'=f-i\

ou, ce qui revient au même, des formules

(36) tang^e*^^^ = j, tan^r^s-'e^^-' = =-.

De ces dernières, jointes aux formules (22), (23), on tirera

(37) tang^.e^V/-^_ cos(^-/)
^ ^3g^ tang^'.e^'V/=^=cos(r-T').

Or on vérifiera la formule (37), i** lorsque l'angle d'incidence r sera com-

pris entre les limites o, (p, en supposant

(39) tang<:^ = '"'fZ^l , cT = d= ^ ;^ '^'^ ^ COS (t -{- T )
' '

2° lorsque l'angle d'incidence t surpassera l'angle de polarisation (p, en

supposant

(40) tang^zêr = —~ ^- , cT = o.^^ ^ ^ COS (îT T — t)^

Quant à la formule (38), on la vérifiera, dans tous les cas, en prenant

(40 tang'sr' = cos(t — r'), J^' = o.

33..
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Ainsi, Vanomalie de réfraction S'' pourra toujours être censée réduite à

zéroy et Vanomalie de réflexion S" pourra être censée réduite à zéro ou à tt^

suivant que l'angle d'incidence sera supérieur ou inférieur à l'angle de

polarisation. Il en résulte qu'un rayon plan^ mais polarisé suivant un plan

quelconque y sera encore doué de la polarisation rectiligne y lorsqu'il aura

été réfléchi ou réfracté par la surface de séparation des deux milieux que

Von considère. Ajoutons qu'en vertu des formules (40 et (Sg) ou (4o)? ^^^^

azimuts de réfraction et de réflexion ^
^' et fiff, offriront des tangentes

respectivement égales, l'une au cosinus de la différence entre les angles

d'incidence et de réfraction, l'autre ci la valeur numérique du rapport de

ce cosinus au cosinus de la somme des mêmes angles. La détermination de

ces azimuts fera connaître immédiatement les variations que la réfraction

et la réflexion occasionnent dans l'azimut du rayon incident, ou, si celui-ci

est doué de la polarisation rectiligne, ce qu'on nomme le mouvemejitdu

plan de polarisation.

Une remarque importante à faire, c'est que, dans le cas où l'indice de

réfraction deviendra inférieur à l'unité, l'équation (lo), ou

,
sinr

(42) sinr = -g-,

ne pourra fournir une valeur réelle de t', si l'angle d'incidence r n'a pas

une valeur inférieure à celle que détermine la formule

(43) sin T = 9.

Nommons 4 cette dernière valeur, et prenons en conséquence

(44) -if,
z=z2iTC sin 6.

Pour que les formules ci-dessus établies soient applicables, il faudra que

Ton ait

(45) T < 4.

Suivant que la condition (45) sera ou ne sera pas remplie, le mouvement

incident pourra ou non donner naissance à un mouvement réfracté qui se

propagera dans le second milieu sans s'affaiblir. Le rayon simple, corres-

pondant à ce mouvement réfracté, sera donc un rayon réfracté qui pourra

ou non se propager dans le second milieu sans s'affoiblir, suivant que l'angle

d'incidence sera inférieur ou supérieur à la limite -vj/. Ce rayon réfracté,
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qui ne subsistera que pour certaines incidences , du moins à une grande

distance delà surface réfléchissante, est ce que nous nommons le rayon

émergent. L'angle 4 , ou la limite que ne peut dépasser l'angle d'incidence

sans que le rayon émergent vienne à s'éteindre, sera Yangle d'émersion.

Cet angle surpasse nécessairement l'angle de polarisation auquel répond

toujours une valeur réelle de t', donnée par la formule (17), savoir,

TT

C'est d'ailleurs ce que l'on démontrera sans peine à l'aide des formules

(21) et (44) , desquelles on tire

tangÇ) == 9, tang4 = y=.> ^^"g^'

et par suite

4 > (p.

Les formules que nous avons établies dans ce paragraphe, en supposant

la condition (19) vérifiée, ne diffèrent pas au fond de celles que Fresnel

a données pour représenter les lois de la réflexion et de la réfraction des

rayons lumineux à la première et à la seconde surflice des corps transpa-

rents. La formule (20) ou (21) fournit immédiatement la loi découverte par

M. Brewster, et suivant laquelle Vangle de polarisation complète des rayons

lumineux y réfléchis par la surface de séparation de deux milieux trans-

parents et isophaneSj a généralement pour tangente Vindice de réfraction,

La détermination des quantités

j, I, j', v:

c'est-h-dire des modules de réflexion et de réfraction
, conduit, comme ons

le sait, et comme nous l'expliquerons dans un autre Mémoire , à la détermi-

nation de l'intensité de la lumière dans les rayons réfléchis et réfractés.

Enfin, dans la réflexion et la réfraction des rayons hnnineux doués de la

polarisation rectiligne, le mouvement du plan de polarisation, déterminé

à l'aide des formules (Sg) ou (4o), et (41), s'accorde d'une manière très re-

marquable avec les nombreuses observations relatives à ce plan , et publiées

par divers physiciens, surtout par Fresnel et par M. Brev^ster.

Dans les diverses applications que l'on peut faire des formules ci-dessus

étabhes, il importe de ne jamais perdre de vue la signification des quan-

tités qu'elles renferment. On devra se rappeler en particulier que le module

de réflexion

I ou J
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représente le rapport

-r- ou -^
h c

entre les amplitudes des vibrations moléculaires , mesurées dans les rayons

réfléchi et incident, qui se trouvent polarisés ou suivant le plan d'incidence,

ou perpendiculairement à ce plan. On devra se rappeler encore que l'ar-

gument de réflexion

z ou
j

représente la différence

^^ — ^, ou V, — V,

entre les paramètres angulaires, mesurés dans ces mêmes rayons. Cela posé,

on conclura immédiatement des formules (34)? (35) du second paragra-

phe, qu'en chaque point de la surface réfléchissante les déplacements

moléculaires

» et «^ ou Ç et Ç*^

sont, dans les rayons incident et réfléchi, affectés du même signe quand

on a

(46) / = o ou y = o,

et affectés de signes contraires quand on a

(47) i z=z TT ou y = -TT.

D'ailleurs les déplacements

mesurés perpendiculairement au plan d'incidence, seront affectés du même
signe, ou de signes contraires, suivant qu'ils se compteront dans le même
sens, ou en sens contraires, à partir de ce plan. Quant aux déplacements

mesurés dans le plan d'incidence , et liés aux déplacements

(voir la page 23o) par les deux formules

^ = « sin r, Ç^ = «^ sin r

,

ils seront, comme Ç et ^^ affectés du même signe ou de signes contraires,
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suivant qu'ils feront passer les molécules primitivement situées en un point

de la surface réfléchissante, d'un même côté de cette surface ou de deux

côtés opposés. Il y a plus: comme, en adoptant les notations du second

paragraphe, on trouvera

V) = « cos T, >», = — «^ cos T,

il est clair que les déplacements

seront encore affectés du même signe, ou de signes contraires, suivant que

les déplacements

mesurés dans le plan d'incidence, à partir d'une droite normale à la surface

réfléchissante, se compteront en sens opposés ou dans le même sens. En
conséquence il deviendra facile, dans tous les cas, d'interpréter celles des

formules (^5), (26), (27), (2g), (3o), (3i) qui renferment les arguments

de réflexion

i ou y.

Ainsi, en particulier, on conclura des formules (^5) et (29) que, dans les

rayons incident et réfléchi, les déplacements moléculaires, mesurés sur la

surface réfléchissante perpendiculairement au plan d'incidence, se comp-

teront de deux côtés opposés à partir de ce plan, si l'indice de réfrac-

tion 6 surpasse l'unité, et du même côté si l'on a 9 << i. Pareiliement on

conclura des formules (26) et (27), ou (3o) et (3i), que^ dans les rayons

incident et réfléchi, les déplacements moléculaires mesurés perpendiculai-

rement à la surface réfléchissante pour une molécule située sur la sur-

face, se compteront de deux côtés opposés à partir de cette même surface,

si l'on suppose

ô > I, T><p, ou â<I, T<(p,

et du même côté si l'on suppose

9>J, r<^(p, ou 9<i, T>(p.

Au contraire les déplacements moléculaires mesurés dans le plan d'incidence

et sur la surface réfléchissante, à partir d'une droite normale à cette surface,

se compteront du même côté, pour les rayons incident et réfléchi, dans les

deux premières suppositions, et de côtés opposés dans les deux dernières.

Observons maintenant qu'on devra réduire à zéro les déplacements me-
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snrés sur la normale à la surface réfléchissante, si le rayon incident devient

perpendiculaire à cette surface, et les déplacements mesurés sur la surface

dans le plan d'incidence , si le rayon incident rase la surface dont il s'agit.

De cette observation, jointe aux conclusions précédentes, il résulte immé-

diatement que les déplacements moléculaires, mesurés sur un axe quel-

conque, se compteront en sens opposés, dans les rayons incidents et ré-

fléchi, si, l'indice de réfraction étant supérieur à l'unité, le rayon incident

devient perpendiculaire à la surface réfléchissante ou rase cette surface;

tandis qu'ils devront se compter dans le même sens, si, le rayon incident

étant perpendiculaire à la surface, l'indice de réfraction devient inférieur

à l'unité.

Observons encore que, si le rayon incident est perpendiculaire à la sur-

face réûéchissan te, on pourra prendre pour plan d'incidence un plan quel-

conque mené arbitrairement par l'axe du rayon. Si d'ailleurs ce rayon est

doué de la polarisation rectiligne, alors, en vertu des principes que nous

venons d'établir, les déplacements absolus d'une molécule, mesurés sur la

surface réfléchissante, d'une part dans ce rayon , d'autre part dans le rayon

réfléchi, se compteront en sens opposés, ou dans le même sens, suivant

que l'on aura

ô > I, ou e < I,

Si l'on suppose en particulier

6 > 1

,

les déplacements absolus dont il s'agit se compteront en sens opposés, et

cette circonstance pourra être indiquée ou par la seule formule

/ = o,

si l'on prend pour plan d'incidence le plan même du rayon , ou par la

seule formule

si l'on prend pour plan d'incidence le plan de polarisation. La différence

qui existe entre les arguments de réflexion i et y, déterminés par ces deux

formules, peut sembler d'autant plus singulière au premier abord que, dans

l'hypothèse admise, on reste complètement hbre de prendre pour plan

d'incidence un plan parallèle ou un plan perpendiculaire aux directions

des vibrations des molécules. Toutefois, pour se rendre compte de cette

différence, et de la réduction de / à zéro, il suffit de considérer le cas où
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le rayon incident, polarisé dans le plan d'incidence, serait, non plus ri-

goureusement, mais sensiblement perpendiculaire à la surface réfléchis-

sante. En effet, dans ce cas, les paramètres angulaires

liés à i par la formule
i = f^t

— At,

se rapporteront aux déplacements

mesurés parallèlement à la surface; et, comme, en vertu des deux formules

g = « sin T, ^^ = «, sin t,

» = « cos T, y\, =. — «^ cos r,

on aura

il est clair que les déplacements

seront affectés du même signe , si les déplacements

sont affectés des signes contraires. Or cette dernière condition sera cer-

tainement remplie, si l'on a

6> i^

et alors, en supposant le rayon incident sensiblement perpendiculaire à la

surface réfléchissante, on trouvera, pour chaque point de cette surface,

^ < o, |î < o, / = TT.

Donc alors aussi l'on aura, en chaque point de la surface réfléchissante,

=^ >« o , et par suite i = o.

Les arguments de réflexion y et i étant connus pour les rayons polarisés

suivant le plan d'incidence et perpendiculairement à ce plan , on pourra

en déduire immédiatement, en vertu de la première des formules (35),

Ex. d'An, el de Ph. M, ^4
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l'anomalie de réflexion, telle que la donne la seconde des équations (Sg)

ou (4o). Cette anomalie pouvant d'ailleurs être augmentée ou diminuée

d'un multiple de la circonférence stt, on peut, lorsqu'elle est représentée

par TT, la représenter aussi par

TT — 'iir •=. — 7t\

et il en résulte que dans la seconde des formules (Sg) , on peut indiffé-

remment réduire le double signe soit au signe +, soit au signe —

.

Si du rayon réfléchi l'on passe au rayon réfracté, alors aux formules

(46) ou (47)» on devra substituer la seconde des formules (32) ou (33),

savoir,

(48) i' = o, ou / = o.

Or il résulte de ces dernières qu'en chaque point de la surface réfringente

les déplacements d'une molécule, mesurés dans le plan d'incidence ou per-

pendiculairement à ce plan, se compteront dans le même sens, soit avant,

soit après la réfraction. Par suite l'anomalie de réfraction sera nulle, comme
on en a déjà fait la remarque, et comme l'indique la seconde des formu-

les(4i).

Il nous reste à déduire des formules obtenues les valeurs des arguments

et des azimuts de réflexion ou de réfraction, pour certaines incidences

qui méritent une attention spéciale.

Lorsque le rayon incident sera perpendiculaire à la surface réfléchis-

sante, on pourra en dire autant du rayon réfléchi ou réfracté, et l'on

aura

// \ ]
"^ smr />

(49) T = 0, t'=0, -; = ;;-.= â.

Donc alors, en vertu des formules (26), (26) ou (28), (29), on trouvera,

1° en supposant l'indice de réfraction 6 supérieur à l'unité,

(5o) I = J = J-^ = tang((p ^
I);

2® en supposant l'indice de réfraction 6 inférieur à l'unité,

(50 I = J=i^;=tangQ_^);

et l'on aura, dans Tune ou l'autre supposition, non-seulement, en vertu des



formules (32), (33j,

(5.) r = r= _^ = 1 _ tang(<p-
^);

mais encore', en vertu des formules (39) ou (4o),

(53) tang'ar =z i, ^ =
j,

(54) tang^'= I, ^' =
|;

en sorte que l'azimut de réflexion ou de réfraction se trouvera réduit à

la moitié d'un angle droit. Les formules (5o), (5i), (5i) coïncident avec

celles que M. Young a données pour le cas de l'incidence perpendiculaire.

Lorsque l'angle d'incidence sera précisément l'angle de polarisation,

l'on aura

(55) r = (p, t'= (p, sinr' = cosr, cost' = sinr.

Donc alors on trouvera, 1° en supposant l'indice de réfraction 8 supérieur

à l'unité,

(56) 1 = 0, J = ^^~- = sin^2Ç> — ~) = — cos2(p;

2° en supposant Tindicede réfraction inférieur a l'unité,

(57) 1 = 0, J = y-^ = cos2(p;

et l'on aura, dans l'une ou l'autre supposition, non-seulement

(58) r = ^- = cot(p, r — Y^^ = 2Cos*(p,

mais encore

(59) tang^ = i ^ = 1,o

20
sin 2^.(60) tang^' = --^ = si

Lorsque , l'indice de réfraction étant inférieur à l'unité, l'angle d'inci-

dence r sera précisément l'angle d'émersion , l'on aura

,/ , ^^^ ^1
(61) r =

^f.,
r' = -, smr = /, cosr

Donc alors on tirera des formules (29) et (3i)

(62) I = J = I,

34..
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et des formules (32), (33), (34)
'

(64) tang'sr = i, 'ar =
^,

(65) tang«2sr' = 9 = sin -vf .

Enfin , lorsque, l'indice de réfraction â étant supérieur à l'unité, le rayon

incident rasera la surface réfléchissante, on aura

/Minr T = -, sinT =
2-

Donc alors les formules (^5), (27), entraîneront de nouveau les équations

(62) et (64); mais on tirera des formules (32), (33) et (4i)

{m) V = J' = o,

(67) tang^' = sin t' = - = cot(p.

Sur les relations qui existent entre ïazimut et lanomalie d'un

rayon simple doué de la polarisation elliptique.

Considérons, dans un système isotrope de molécules, un mouvement

simple, ou par ondes planes, qui se propage sans s'affaiblir. Prenons pour

plan des x^ j un plan invariable parallèle aux plans des ondes. Une mo-

lécule quelconque m fera toujours partie d'un rayon simple perpendiculaire

au plan invariable. Cela posé, soient, au bout du temps t,

g, n, les déplacements de la molécule mesurés parallèlement aux axes

rectangulaires des x, y^
c la distance mesurée sur le rayon simple entre le plan invariable et

la molécule m, cette distance étant regardée comme positive, quand elle

se compte dans le sens de la vitesse de propagation des ondes planes.

Si l'on nomme T la durée des vibrations moléculaires, et 1 la longueur

d'une ondulation , le mouvement de la molécule sera représenté par des

équations de la forme

(i) g = a cos(kf — si + A), » = li«cos(k«/ <— si + h) y
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dans lesquelles on aura

K — -p, S — ^;

tandis que les constantes positives a , b désigneront les demi-amplitudes

des vibrations d'une molécule, mesurées parallèlement à Taxe des x, ou à

l'axe des jj et A, yw les paramètres angulaires relatifs aux mêmes axes.

Comme d'ailleurs les équations (i) donneront

-=cos(kï^—s^)cosA— sin(kt>—s^)sinA, r=cos(ki^~s^)cosju,--sin(kv—s«)sinjw,

on en tirera, moyennant l'élimination de l'une des ligues trigonométriques

sin (kt — s^), cos (k^^— s^)

,

- cos yw — r cos V = sin (kt>— s^) sin Ç/x — A)

,

- sin /u — r- sin j^ = cos (kt— s^) sin (/u — A) ;

puis, en combinant ces dernières formules par voie d'addition , après avoir

élevé chaque membre au carré, et posant, pour abréger,

cT = /^ — A,

on trouvera

L'équation (2) représente généralement une ellipse j et, comme cette ellipse

se transformera, 1° en ligne droite, si l'on a

(3) sinJ = o,

2^ en circonférence de cercle, si l'on a

(4) coscT =0, b = a,

il est clair que la polarisation, généralement elliptique, deviendra recti-

ligne dans le premier cas , et circulaire dans le second.

Le rayon représenté par le système des équations (18) peut être censé

résulter de la superposition de deux rayons plans, représentés séparément

par chacune d'elles. Vanomalie du rayon résultant et son azimut^ relatifs

au plan des x^ z, sont, d'une part, la différence

(5) S = lA — V.
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entre les paramètres angulaires /a, A des rayons composants, renfermés

dans les plans des jy z et des .r , 2; d'autre part, l'angle

(6) ^ = arc tang -
,

qui a pour tangente le rapport entre les amplitudes des vibrations 2b, 2a,

correspondantes à ces mêmes rayons. Comme, dans les équations (i),

chacun des paramètres angulaires A, (Ji peut être sans inconvénient aug-

menté ou diminué d'un multiple de la circonférence 27r, on doit en dire

autant de l'anomalie J^, qui, en vertu des formules (3), (4), pourra être

réduite à zéro ou à tt dans un rayon plan , et à db - dans un rayon doué

de la polarisation circulaire. Quant à l'azimut 'Œt, il sera toujours compris

entre les limites o, -, et, en vertu des formules (4), (6), il se réduira, pour

un rayon polarisé circulairement , à ^, c'est-à-dire, en d'autres termes^

à la moitié d'un angle droit.

On tire de l'équation (6)

b sinzî- cosîT sinsa- '

a ^ "" cosw' a "~" b ^/â^^TF'

et par suite

(7) a = h cos'Zêr, b = h sin^z^*,

la valeur de h étant

(8) h = \/a»+ b*.

Le double de la longueur h, déterminée par l'équation (8), est, pour une

valeur nulle de l'anomalie, l'amplitude du rayon plan représenté par les

équations (i); et, dans tous les cas, 2h exprime ce que nous appelons

Vamplitude quadratique de ce même rayon.

Si l'on nomme r le rayon vecteur mené du centre de l'ellipse décrite

par une molécule au point avec lequel cette molécule coïncide au bout

du temps t, et p l'angle polaire formé par le rayon vecteur avec l'axe

des X, on aura

(9) f = rcos/7, Yi = rsinp,

(10) r* = g* + T)", tangp =
|.
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Si d'ailleurs le demi-axe des y positives est tellement choisi que le mou-

vement de la molécule m, autour du centre de l'ellipse qu'elle décrit, soit

un mouvement de rotation direct, la vitesse angulaire de cette molécule

sera

^ii) dp dt *^ dt absin<^

et sincT devra être une quantité positive. Alors aussi l'aire décrite par le

rayon vecteur r pendant le temps t^ ayant pour différentielle

- 1^ dp = - abs sin cT dt ,

sera proportionnelle au temps , et représentée par le produit

- abs t sincT = Trab =r sin é".

2 1

Donc l'aire décrite pendant la durée ï d'une vibration moléculaire, ou la

surface entière s de l'ellipse, aura pour valeur

(12) S = •;Tab sin cT;

et chacune des quatres parties, dans lesquelles cette aire est divisée par les

deux axes de l'ellipse, sera décrite pendant un temps égal au quart de la

durée d'une vibration.

Observons maintenant que si l'on nomme

r. "', '•',

ce que deviennent

quand on fait croître le temps t de ^T, ou s^ de -, on aura non-seule-

ment

( o\ 1
?' == ^ ^i" 0^^ — s^ + A)

, »' = b sin(kv — st + fx).
i^^J

I r'» = r + >»'%

et par suite

(14) ?' 4- ?'' = a% y^^ + »'^ = b%

(i5) r* + r'* =-- a" + b' = h*;



(264 )
^

' '.:

mais encore

(16) Ç»' — g'» == absin cT.

Chacune des formules (14) se rapportant à l'un des rayons plans dont la

superposition produit le rayon simple donné, on conclura généralement

de ces formules que, dans un rayon plan^ les déplacements absolus dune
molécule^ mesurés^ ^'^ à un instant donnée 2° à un second instant séparé

du premier par le quart de la durée dune vibration moléculaire^ fournis-

sent des carrés dont la somme est le carré de la demi-amplitude. On con-

clura au contraire de la formule (i5), que, dans tout rayon simple ^ la

demi'amplitude quadratique a pour carré la somme des carrés des rayons

vecteursy qui joignent une molécule au centre de Vellipse quelle décrit , à

deux instants séparés Vun de Vautre par un intersfaUe égal au quart de

la durée d'une vibration moléculaire. Donc cette demi-amplitude quadra-

tique a pour carré la somme des carrés des deux demi-axes de Vellipse^

et ne dépend nullement de la position des axes rectangulaires des x et y.

Enfin, en vertu de l'équation (16), comparée à la formule (12), les

rayons vecteurs qui joignent une molécule au centre de Vellipse qu'elle

décrit y à deux instants séparés Vun de Vautre par un inten>alle du quart

de la durée dune vibration^ sont les deux côtés dun triangle dont la sur-

face doublée est à la surface entière de Vellipse dans le rapport de i h tt.

Il est bon d'observer encore qu'en ayant égard aux formules (7), on ti-

rera de la formule (12)

(17) S = - h* sin 2<z!r sin cT.

Nous avons dit que, dans un rayon simple, l'amplitude quadratique h

demeure indépendante de la position des axes coordonnés. Il n'en est

pas de même de l'azimut ^zsr et de l'anomalie S"^ qui varient lorsqu'on fait

tourner, dans le plan de l'ellipse décrite, les axes rectangulaires des x
et y. Cela posé, si l'on nomme plan principal un plan qui renferme

axec l'axe du rayon simple un des axes de l'ellipse décrite, et azimut

principaly ou anomalie principale ^ un azimut ou une anomalie qui cor-

responde à un plan principal , on reconnaîtra aisément qu'^^/^e anomalie

principale peut toujours être réduite, au signe près, à un angle droit. En
effet, pour que l'équation (2) soit celle d'une ellipse rapportée à ses

axes, il faut que l'on ait

cos cr = o.
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Donc, en nommant A l'anomalie principale, on aura A = ± -,

si l'on suppose , comme on a droit de le faire , S" toujours renfermé entre

les limites — ^ , -{- ir.Ou aura en particulier A = -,

si l'on admet, comme ci-dessus, que la quantité sin cT reste positive; et

alors, en nommant 17 l'azimut principal, on tirera de la formule (17)

( , 8) S = - h* sin 2n.

Or de la formule (18), jointe à la formule (17), on conclut

(ig) sin 2-i3r sin cT = sin ail.

En laissant le signe de sin^T arbitraire, on aurait trouvé plus généra-

lement, au lieu de l'équation (17), la suivante

dz S = - h* sin 2^ sin S"-,
2

et, au lieu de l'équation (18), la suivante

(20) sin 2'Zêr sin cT = sin 211 sin A.

Cette dernière , dont le second membre se réduit à sinsFI , ou à — sin 211,

suivant que l'on a A = -, ou A = , entraîne évidemment le théorème

que nous allons énoncer.

i^^ Théorème. Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le double

de l'azimut relatif à un plan fixe, et le double d'un azimut principal,

c'est-à-dire de l'azimut relatif à l'un des plan principaux, offrent des

sinus dont le rapport est le sinus de l'anomalie relative au plan ^xe., ou

ce sinus pris en signe contraire, suivant que l'anomalie principale est ré-

ductible à + - ou à .

2 2

Au reste l'azimut et l'anomalie relatifs à un plan fixe, dans un rayon sim-

ple doué delà polarisation elliptique, satisfont encore à d'autres théorèmes

qu'on peut établir à l'aide des considérations suivantes.

On tire des équations (1) jointes aux formules (7)

(21) ^ = h cos'zzr cos(kt.— s^ + A), y\ = h sin 'sr cos (ki^— s^+ /^).

Si d'ailleurs on prend pour axes coordonnés des ^, j- les axes de l'ellipse

décrite par une molécule située dans le plan invariable, et si l'on choisit le

demi-axe des j positives de manière que le mouvement de la molécule

autour du centre de l'ellipse soit un mouvement de rotation direct, l'ano-

malie cr= yU— V sera réductible à l'anomalie principale A =: -,et, comme
2

Ex. d'An, et de Ph. M. 35
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on aura par suite

*ar = n, />6 = A + ^,

les équations (21) donneront

(22) f = h cosn cos(s^— kt. — A), 7] = hsinnsin(s^— kv— A).

Enfin, si l'on considère une molécule située, non plus dans le plan inva-

riable, mais à une distance ^ de ce plan déterminée par la formule

kt + A = o,

les équations (22) deviendront simplement

(28) § = hcosllcoss^, y\ = lisinllsins^

Au reste, la nouvelle molécule dont il s'agit sera évidemment l'une de celles

qui, à l'origine du mouvement, c'est-à-dire pour une valeur nulle de i, se

trouvaient situées sur l'axe des a? et du côlé des œ positives. On peut d'ail-

leurs disposer du plan des x^j de manière qu'il renferme cette molécule,

et par conséquent de manière qu'elle corresponde à une valeur nulle de ^.

Supposons maintenant que, dans le plan invariable des JO
, j , on im-

prime un mouvement direct de rotation aux axes coordonnés, en faisant

décrire à l'axe des œ un certain angle, désigné par /. En nommant ^^, vi^

ce que deviendront, après la rotation effectuée, les variables ^, îi , l'on

trouvera, au lieu des formules (9),

(24) ?/ = rcos(/?--;), Yf^ = rsin(p— /);

et, comme on aura d'ailleurs

cos{p— /) = cosp cost +s'mp sin/, sin{p— /)= sïnp cosi— cosp sin/,

les formules (24) ,
jointes aux équations (9) , donneront

(25) ^j = Çcos/ -f- >isin/^ n^ = vicosi — ^sin/,

ou , ce qui revient au même, eu égard aux formules (aS),

,

^
i ^1 z=. h (cos/ cosn coss^ + sin/ sinll sins^j,

^ ' ( n^ = h (cos/ sin n sins^ -— sin/ cosll coss^).

Or, comme les valeurs de ^^ , >i^, données par les équations (26), représen-

tent les déplacements d'une molécule mesurés parallèlement à deux axes

rectangulaires tracés arbitrairement dans le plan invariable , ces valeurs

doivent être de la même forme que les valeurs de ^, » fournies par les

équations (20). Donc les paramètres angulaires A, yu, relatifs à ces

nouveaux axes , et l'azimut fsr relatif au nouvel axe des x , vérifieront les
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formules

cos<?êr cos(ki^— s^+ A) = cos< cosn coss^+ sin/ sinn sins^,

sin^ZcT cos(ki^— s^-f-//,) = cos/ sinn sins^+ sin/ cosncoss^,

que l'on pourra réduire à

r cos 'tîT cos (s^— A) = cosi cosn coss^+ sini sinn sins^,
^^^'^

\ sin 'Zjr cos (s^

—

ju) = cos/ sinn sin s^— sin/ cosEE coss/,

en choisissant le plan des oc, j de manière à faire évanouir la distance t.

Or, en posant successivement

t = o, t z=:- = -.T,
2S 4

on tirera des formules (27)

cos^ cosA = cos/ cos n, cos'Zêr sinA = sin/ sinn,

sin rss- cos /UL = — sin/ cosn, sin^zgrsinytt = cos/ sinn;

et comme, en nommant «T l'anomalie relative aux nouveaux axes, on aura

cT = /w — ^
cosj^ = cosA cosju -|- sinAsiuyw, sincT = sin yw cos A — sinAcosyt^;

on trouvera définitivement

^ . sin^n— cos'n . n sinn cosn
coscT = sin/ cos/ —:

, sind = —. ,

sin w cos 'W sintjr cos'îB-

'

ou 5 ce qui revient au même

,

(29) sin a'îzr cos cT = — sin 2/ cos2n, sin 2't«r sin cT = sin 20.

On tirera encore des formules (28)

cos^'Zér = cos*/cos*n + sin*/sin*n,

sin*'Zêr z:^ sin*/ cos* FI + cos*/ sin*n,

et par suite cos'^zzr — sin*<t2r = (cos*/ — sin*/) (cos* Il — sin* H),

ou, ce qui revient au méme^

(30) cos 2^ = cos 2/ cos 2n.

Enfin , l'on tirera des formules (29)

(3i) cotcT = — sin2/.cot2n.

Les formules (27), et celles que nous en avons déduites, supposent le

demi-axe des y positives choisi de manière que le mouvement de la mo-

lécule m, autour du centre de l'eUipse décrite, soit un mouvement de rota-

tion direct; en d'autres termes, elles supposent la valeur de l'anomalie

principale A réductible à celle que donne la formule A = -. Si Ton sup-

posait au contraire
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alors, en raisowant toujours de la même manière, on se trouverait conduit

à remplacer sinsif par —^sins^, dans la seconde des formules (23), par

conséquent à changer, dans les seconds membres des formules (27), le si-

gne du produit sinn sins^, et à remplacer sinll par — sinn dans les

formules (28). Gomme on a d'ailleurs pour a = -

sinA = T,

et pour A = —
2

sinA = — I

il suit de ce qu'on vient de dire, qu'en laissant arbitraire le signe de A, et

posant en conséquence A = ± -,

on devra , dans lesformules (28), remplacer sin II par le produit sinll sin A.

On trouvera ainsi généralement

( cos'sr cosA = cos/ cosIT, cos'Zïr sin A = sin/ sinn sin A,

^ '^ ( siu'îjr cosyu =— sin/ cos n, sin 'Sr siuyW = cos/ sinFI sin A.

Or de ces dernières équations, jointes à la formule sinA = ± 1 , on

déduira encore la première des formules (29), et l'équation (3o). Mais, au

lieu de la seconde des équations (29), on obtiendra l'équation (20), et au

lieu de la formule (3i) la suivante

(33) cotcT = — sin2/.cot 211. sinA.

Nous avons déjà énoncé le théorème que renferme la seconde des équa-

tions (29) , ou plutôt l'équation (20). Quant aux formules (3o) et (33), elles

renferment encore deux propositions remarquables, dont nous avons

donné d'autres démonstrations dans le Mémoire sur la réflexion et la ré-

fraction de la lumière (voir le Recueil de Mémoires sur divers points de

Physique mathématique), et dont voici les énoncés.

2' Théorème. Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le

double de l'azimut relatif à un plan fixe, et le double d'un azimut prin-

cipal, offrent des cosinus dont le rapport est le cosinus du double de l'angle

formé par le plan fixe avec le plan principal que l'on considère.

3' Théorème. La cotangente de l'anomalie relative à un plan fixe est

proportionnelle au sinus du double de l'angle formé par le plan fixe avec

l'un des plans principaux, et se réduit, au signe près, au produit de ce

sinus par la cotangente du double de l'azimut principal relatif au dernier

de ces plans.



CONSIDÉRATIONS NOUVELLES

SUR

LA THÉORIE DES SUITES
;t sur les

LOIS DE LEUR CONVERGENCE.

Parmi les théorèmes nouveaux
,
que contiennent mes Mémoires de i83r

et i832, sur la Mécanique céleste, l'un des plus singuliers, et en même
temps l'un de ceux auxquels les géomètres paraissent attacher le plus de

prix, est celui qui donne immédiatement les règles de la convergence des

séries fournies par le développement des fonctions explicites, et réduit sim-

plement la loi de convergence à la loi de continuité, la définition des

fonctions continues n'étant pas celle qui a été long-temps admise par les

auteurs des traités d'algèbre, mais bien celle que j'ai adoptée dans mon
Analyse algébrique^ et suivant laquelle une fonction est continue entre des

limites données de la variable, lorsque entre ces limites elle conserve cons-

tamment une valeur finie et déterminée, et qu'à un accroissement infini-

ment petit de la variable correspond un accroissement infiniment petit de

la fonction elle-même. Comme le remarquait dernièrement un savant, que

je m'honore d'avoir vu assister autrefois à mes leçons , M. l'abbé Moigno, le

théorème que je viens de rappeler est si fécond en résultats utiles pour

le progrès des sciences mathématiques, et il est d'ailleurs d'une applica-

tion si facile, qu'il y aurait de grands avantages à le faire passer dans

le calcul différentiel, et à débarrasser sa démonstration des signes d'in-

tégration qui ne paraissent pas devoir y entrer nécessairement. Ayant

cherché les moyens d'atteindre ce but, j'ai eu la satisfaction de reconnaître

qu'on pouvait effectivement y parvenir, à l'aide des principes établis dans

mon Calcul différentiel, et dans le Résumé des leçons que j'ai données, à

l'Ecole Polytechnique, sur le calcul infinitésimal. En effet, à l'aide de

Ex. d'An, et de Ph. M. 36
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ces principes, on démontre aisément, comme on le verra dans le premier

paragraphe de ce Mémoire, diverses propositions parmi lesquelles se trouve

le théorème que je viens de citer; et l'on peut alors, non-seulement re-

connaître dans quels cas les fonctions sont développables en séries conver-

gentes, ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables qu'elles

renferment, mais encore assigner des limites aux erreurs que l'on com-

met en négligeant, dans ces mêmes séries, les termes dont le rang sur-

passe un nombre donné.

Le second paragraphe du Mémoire se rapporte plus spécialement au

développement des fonctions implicites. Pour développer ces sortes de

fonctions, on a souvent fait usage de la méthode des coefficients indéter-

minés. Mais cette méthode, qui suppose l'existence d'un développement et

même sa forme déjà connues, ne peut servir à constater ni cette forme,

ni cette existence, et détermine seulement les coefficients que les déve-

loppements peuvent contenir, sans indiquer les valeurs entre lesquelles

les variables doivent se renfermer pour que les fonctions restent déve-

loppables. Il est clair, par ce motif, que beaucoup de démonstrations,

admises autrefois sans contestation , doivent être regardées comme in-

suffisantes. Telle est, en particulier, la démonstration que M. Laplace a

donnée de la formule de Lagrange, et que Lagrange a insérée dans la

Théorie des fonctions analytiques. Des démonstrations plus rigoureuses

de la même formule sont celles où l'on commence par faire voir que la

multiplication de deux séries semblables à la série de Lagrange reproduit

une série de même forme, et celle que j'ai donnée dans le Mémoire sur la

Mécanique céleste, publié en i832. Mais de ces deux démonstrations, la

première est assez longue, et la seconde exige l'emploi des intégrales défi-

nies. Or, comme la formule de Lagrange et d'autres formules analogues ser-

vent à la solution d'un grand nombre de problèmes, j'ai pensé qu'il serait

utile d'en donner une démonstration très simple,, et en quelque sorte

élémentaire. ïel est l'objet que je me suis proposé dans le second para-

graphe du présent Mémoire.

ANALYSE.

^ I". Développemenù des fonctions en séries coni>ergenles . Régla sur la convergencs

de ces développements, et limites des restes.

La théorie du développement des fonctions en séries ordonnées sui-

vant les puissances ascendantes des variables, est une conséquence immé-
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diate de deux théorèmes, dont la démonstration se déduit, comme on va

le voir, des principes établis dans mon Calcul différentiel et des pro-

priétés connues des racines de l'unité,

ï" Théorème. Soit _
X = re*^^

une variable imaginaire dont le module soit r et l'argument p. Soit encore

une fonction de la variable x qui reste finie et continue, ainsi que sa

dérivée 'Z8-'(x), pour des valeurs du module r comprises entre certaines

limites

r = To, r == R.

Enfin nommons n un nombre entier, susceptible de croître indéfiniment,

et prenons

6 = e"

ô représentera ^ine racine primitive de l'équation

et si, en attribuant à r l'une quelconque des valeurs comprises entre les

limites Tq, R, on pose

S' s'évanouira sensiblement pour de très grandes valeurs de n\ par consé-

quent la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs du produit

correspondantes aux valeurs

O, I, 2, ... 72 — [,

du nombre m, se réduira sensiblement à zéro, en même temps que -.

Démonstration. En effet, si l'on nomme i un accroissement attribué

à une valeur de x dans le voisinage de laquelle la fonction «zzr [x) et sa dé-

rivée ^' {x) restent finies et continues, on aura, pour des valeurs de /

peu différentes de zéro (voir le Calcul différentiel),

<^{x-\'i) — m{pc) =; i\^'{x) +7]>
36..
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/ devant s'évanouir avec i. On aura donc par suite

^^(Br)—^(r) = (6— i)r[^'(r) + cTj,

W { etc

J'o, cT., . . . cTb^, devant s'évanouir avec 9— i, ou, ce qui revient au même,

avec -
;
puis, en posant, pour abréger,

n '

c'est-à-dire , en représentant par —^ cT la moyenne arithmétique entre les

expressions imaginaires

c» o 7 à i f • • • à u— I >

on tirera des équations (2)

Enfin , comme on aura précisément

e« = I, 'Z2r(fl»r) = ^(r), *

l'équation (3) se réduira simplement à l'équation (i). D'autre part, comme

ta somme de plusieurs expressions imaginaires offre un module inférieur

à la somme de leurs modules, la moyenne— cT offrira un module inférieur

au plus grand des modules de

do? o i f
.... à „_,

.

Donc (f s'évanouira en même temps que chacun d'eux, c'est-à-dire en

même temps que -; ce qui démontre l'exactitude du théorème 1".

2* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème i",

si l'on fait
,
pour abréger

,

(4) " [n — n f

c'est-à-dire, si l'on représente par 17 (r) la moyenne arithmétique entre

les diverses valeurs de

correspondantes aux valeurs

o, I , 2, 3,... ^i —. 1
,

du nombre m; alors, pour de grandes valeurs de 7i, la fonction 17 (r)

restera sensiblement invariable entre les limites r= To, r= R.
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Démonstration, Supposons qiia une valeur de r comprise entre les

limites Tq, R, on attribue un accroissement p assez petit pour que r+p
soit encore compris entre ces limites. Les accroissements correspondants

des divers termes de la suite

seront de la forme

"^(S+P) — 'or(r) =p[^'(r)+?J,

,^, /
^ [«(''+ P)] -^(90 =p[â^'(ôr)+^0.

(^) \ etc....

êo, g,,..- s«-i î
désignant des expressions imaginaires qui s'évanouiront

avec -
; et par suite la moyenne arithmétique entre ces mêmes accroisse-

ments ou la différence

n(r+p) - n(r),

se trouvera déterminée par la formule

(6j n (r+ p) — n (r)= p
[^

^ h g

J,
la valeur de g étant

f?) ^ = n
•

On aura donc, eu égard à la formule (i),

n(r+ p)-n(r)= p(é-/),

ou, ce qui revient au même,

(8) n(rH-p)-.n(r) == ^p,

/ représentant la différence g—cT, et devant, comme g et cT, s'évanouir avec -.

On conclura facilement de la formule (8), que, pour de grandes va-

leurs de 7Z , la fonction n(r) reste sensiblement invariable entre les limites

r= ro, 7^= R, en sorte qu'on a par exemple, sans erreur sensible,

(9)
n(R) = n(r„).

Effectivement, pour établir cette dernière équation, il suffira de partager

la différence

en éléments très petits égaux entre eux, et la différence

n(R) — n(r«)
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en éléments correspondants, puis d'observer que, si l'on prend pour
p

uï) des éléments de la première différence, la seconde différence sera, en

vertu de la formule (8), le produit de
p
par la somme des valeurs de /,

ou, ce qui revient au même, le produit de R— Tq par une moyenne

arithmétique entre les diverses valeurs de /. Soit I cette moyenne arith-

métique, on aura

n(R) — n(ro) = I(R — To);

et, comme le module de 1 ne pourra surpasser le plus grand des modules

de /, il est clair que 1, tout comme /, devra s'évanouir avec -. Donc le

produit
I(R - r,)

devra lui-même s'évanouir sensiblement pour de grandes valeurs de n,

du moins tant que R conservera une valeur finie. On prouverait de la même
manière que, si la valeur de r est comprise entre les limites Tq, R, on aura

sensiblement
,
pour de grandes valeurs de /z,

(lo) n(r) = n(r„).

Nota. Le second membre de la formule (4) n*est autre chose que la

moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de la fonction

qui correspondent à un même module r de la variable x, et à des valeurs

de ^ représentées par les diverses racines de l'unité du degré n, La limite vers

laquelle converge cette moyenne arithmétique , tandis que le nombre n

croît indéfiniment, est ce qu'on pourrait appeler la valeur mojenne de la

fonction fzs- [x)^ pour le module donné r de la variable x. Lorsqu'on ad-

met cette définition, le théorème 2 peut s'énoncer de la manière suivante:

Si la fonction ^ [x] et sa dérivée f?sr' (^x) restent finies et continues

pour un module r de x renfermé entre les limites To? ^ j l^ valeur

mojemie de «tjr (x) correspondante au module r^ supposé compris entre

les limites z o ? J^ ? sera indépendante de ce module.

Corollaire I*^ Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes

I et 2 , si la fonction f^(x) et sa dérivée restent encore continues, pour

un module r àe x renfermé entre les limites o, R, on aura sensiblement,

pour un semblable module et pour de grandes valeurs de 72,

(«0 n(r) = n(o).
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Corollaire 2™^. Les mêmes choses étant posées que dans le corollaire 1",

si la fonction fsr[x) s'évanouit avec x, on pourra en dire autant de la

fonction n(x), et par suite on aura sensiblement, pour de grandes va-

leurs de 72,

(12) n(r) = G.

Corollaire 3'"^ Concevons maintenant que l'on pose

{16) ^(2)=-——_i2,
f(js) désignant une fonction de z qui reste finie et continue avec sa

dérivée f'(2;), pour un module r de z compris entre les limites o, R.

n(js), ainsi que 'zzr(z), s'évanouira pour une valeur nulle de z\ et si, en
posant pour abréger

(>4) <p{z) = ^î(z), •i{z)=. ^J{oc),

on nomme

ce que devient n (z) quand on remplace 'sr(z) par <p(z) ou par 4 (z), alors,

en vertu de la formule (12), on aura sensiblement, pour de grandes valeurs

de n, et pour un module r de z, inférieur à R,

(i5) 0(r) — -^(r) = o.

D'autre part, si l'on suppose le module r de z supérieur au module de cr,

on aura

-^— = I + z-'x + z-^^x"" + . . . = 2z-'"x'",
z X * '

et par suite, en vertu de la formule (4),

^,. r,. . . I 4. 6-'" 4- 6-^"'
-{- 8-(«-0'"

•^{r) = f(^)2 -^ -î- — r-'"^'",

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives de m.

D'ailleurs, comme le rapport

, 4. e-'n
-f-

8-^'"
-I- 4- a-c-')"' I I -_ 6

-nm

n I —
se réduira toujours évidemment ou à l'unité ou à zéro, suivant que m sera

ou ne sera pas divisible par /z; la valeur précédente de 4^(r) deviendra

*(,-) = [i + (^y + (^y +...]f(x) = ;3^J(-)-

Donc, le module de - étant inférieur à l'unité, on aura sensiblement
,
pour
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de grandes valeurs de n
,

et par suite, en vertu de la formule (i5),

(16) f(^) = <^{r).

ou, ce qui revient au même

,

(7) f(-)-^[r^f('-)+ e7^.f(9'-)+ ---+ â4^. '(«""'•)]•

Eu vertu de cette dernière équation
,
qui devient rigoureuse quand n de-

vient infini, la fonction f(^) pourra être généralement représentée par

la valeur moyenne du produit

(.8)
.

ri-^f«

correspondante au module r de la variable r-, si, le module de x étant in-

férieur au module r de 2, la fonction f(z) et sa dérivée f (z) restent finies

et continues pour ce module de z ou pour un module plus petit. D'ail-

leurs la fraction

et par suite le produit (18), seront, pour un module de or inférieur au

module rde z, développables en séries convergentes ordonnées suivant les

puissances ascendantes de x. On pourra donc en dire autant du second

membre de la formule (17) et de la fonction f(x), quand le module de x
sera inférieur au plus petit des modules de z pour lesquels la fonction f(r)

cesse d'être finie et continue. On peut donc énoncer la proposition sui-

vante.

3'"*' Théorème. Si l'on attribue à la variable x un module inférieur au

plus petit de ceux pour lesquels une des deux fonctions f (^), f'(^) cesse

d'être finie et contirxue, la fonction î{x) pourra être représentée par la

valeur moyenne du produit

correspondante à un module r àe z, qui surpasse le module donné de x;

et sera par conséquent développable en série convergente, ordonnée sui-

vant les puissances ascendantes de la variable x.

Nota. Comme en supposant la fonction i{x) développable suivant les

puissances ascendantes de a:, et de la forme

(19) î{x) = rto 4- ayX -y ii^x^ +. . .
y



( ^77 )

on tirera de l'équation (19) et de ses dérivées relatives à x

f'(o) _ r(o)
«0 = f(o)' «. =

' "' "-
1.2

il est clair que le développement de f(x), déduit du théorème 3, ne diffé-

rera pas de celui que fournirait la formule de Taylor. On arrive encore aux

mêmes conclusions en observant que le produit

Z X

développé suivant les puissances ascendantes de x , donne pour dévelop-

pement la série

Donc, dans le développement de Ux), le terme constant devra se réduire

à la valeur moyenne de £(z), laquelle, en vertu du 2* théorème , est pré-

f (z)
cisément f(o); le coefficient dex,k la valeur moyenne du rapport —— , ou,

ce qui revient au même, du rapport

f(^) -Ho)
z

et par conséquent à la valeur commune f'(o), que prennent ce rapport

et la fonction i'(z)^ pour jz;= o; etc.

Quant au reste qui devra compléter la série de Taylor, réduite à ses

n premiers termes, il se déduira encore facilement des principes que nous

venons d'établir. En effet
,
puisqu'on aura

"
^:3: T >4_ f «1_ _ .i_ _L. - _L.

z* ' ' z"-^ ' z"-^(2— :r)

et
,
par suite

,

^f(.)=f(.)+ff(.)+ff(.)+...+îr:f(,)+_^^f(,),

il est clair que le reste dont il s'agit sera la valeur moyenne du produit

considéré comme fonction de z, pour un module r de z supérieur au mo-
dule donné de x. Donc, si l'on nomme «^ le plus grand des modules de

f(z) correspondants au module r de z, et X le module attribué à la va-

riable X, le reste de la série de Taylor aura pour module un nombre in-

£x. d'An, et de Ph. Math. '^1
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férieur au produit

Si,
/^«-(r— X)

par conséquent inférieur au reste de la progression géométrique que l'on

obtient en développant suivant les puissances ascendantes de .:r, le rap-

port
r<R

r— X

On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

4* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 3,

si l'on arrête le développement de la fonction f (x) après le n"'' terme,

le reste qui devra compléter le développement sera la valeur moyenne

du produit
/.r\«-,' x{(z)

pour un module r de z supérieur au module donné de x. Si d'ailleurs

on nomme <^ le plus grand des modules de f (z) correspondants au mo-

dule r àe z, et X le module attribué à jc, le module du reste ne surpas-

sera pas le produit

(

Xy-' X,R

r / r — X'

Les principes ci-dessus exposés, particuhèrement, les notions des va-

leurs moyennes des fonctions pour des modules donnés des variables, et

les divers théorèmes que nous venons d'établir, peuvent être immédiate-

ment étendus et appliqués à des fonctions de plusieurs variables. On obtien-

dra de cette manière de nouveaux énoncés des propositions que renferme

le Mémoire sur la Mécanique céleste ^ publié en jSSa; et l'on arrivera,

par exemple, au théorème suivant.

5® Théorème. Soient jr,^, z, ... plusieurs variables réelles ou ima-

ginaires. La fonction f(.r, j, z, . . . ) sera développable par la formule de

Maclaurin, étendue au cas de plusieurs variables, en une série convergente

ordonnée suivant les puissances ascendantes de œ^j'', z, ...si les mo-
dules X, Y, Z,... des variables oo., y, z. . . . conservent des valeurs

inférieures à celles pour lesquelles la fonction reste finie et continue.

Soient r, r', r", .•• ces dernières valeurs ou des valeurs plus petites,

et Si le plus grand des modules de i(jc,j, z,. ..) correspondants au

module r de a:, au module r' dej, au module r" de z. . . . Les modules

du terme général et du reste de la série en question seront respectivement

inférieurs aux modules du terme général et du reste de la série qui a
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pour somme le produit

r— X r'-Y r"—

Z

. a.

5 II. Développement des fonctions implicites. Formule de Lagrange.

Les principes établis dans le paragraphe précédent peuvent être ap-

pliqués non-seulement au développement des fonctions explicites, mais

encore au développement des fonctions implicites, par exemple, de celles

qui représentent les racines des équations algébriques et transcendantes.

Alors la loi de convergence se réduit encore à la loi de continuité. Conce-

vons, pour fixer les idées, que la variable x soit déterminée en fonction

de la variable g par une équation algébrique ou transcendante de la

forme

(i) X = g^(^),

^{x) étant une fonction explicite et donnée de x qui ne renferme point g

,

et ne devienne point nulle ni infinie pour a: = o. Parmi les racines de.

l'équation (i), il en existera une qui s'évanouira en même temps que f

Or cette racine , si l'on fait croître le module de g par degrés insensibles,

variera elle-même insensiblement , ainsi que sa dérivée relative à g, en res-

tant fonction continue de la variable e, jusqu'à ce que cette variable ac-

quière une valeur pour laquelle deux racines de l'équation (i) devien-

nent égales (*), pourvu toutefois que dans l'intervalle la valeur de fzs-^x)^

correspondante à la racine dont il s'agit, ne cesse pas d'être continue.

Donc, si la fonction ^{x) reste continue pour des valeurs quelconques

de X, celle des racines de l'équation (i) qui s'évanouit avec g sera déve-

loppable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes

de g, pour tout module de la variable € inférieur au plus petit de ceux

qui introduisent des racines égales dans l'équation (i), et rendent ces

racines communes à l'équation (i) et à sa dérivée

(2) 1 = g'^^r'(.r),

(*) Lorsque la variable t acquiert une valeur pour laquelle la plus petite racine de

l'équation (i) cesse d'êu-e une racine simple, la dérivée de cette racine, relative à e,

devient infinie et par conse'quent discontinue. Eu effet , on tire généralement de l'équa-

tion (i)

^*^ -
, -^,^'ixy

et il est clair que cette valeur de D«x se présente sous la forme 7, quand on choisit t de

manière à vérifier l'équation (2),

37..
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par conséquent, pour tout module de g inférieur au plus petit de ceux

qui répondent aux équations simultanées

(3) S=-4-^, ^^^ = ^'(^).

Ainsi, par exemple, la plus petite racine x de l'équation

(4) JO = zcos^,

sera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances

ascendantes de g ,
pour tout module de g inférieur au plus petit de ceux

qui répondent aux équations simultanées

.fs ^ cos ar

(5) 6
cos:c

'

dont la seconde peut être réduite à

(6) COt^ r= — X^

ou bien encore remplacée par la formule

cosx + œsinx = o,

qui, lorsqu'on développe sin.r et cos^, devient

, . . x^ \ x^ . \ x^

^^

^

'2 1 .2 4 ï .2.3. 4 6

Or, si l'on nomme X le module de la variable réelle ou imaginaire x, le

module du polynôme

+2 1 .2 4 ' 1 .2.3.4 ^

ne pourra surpasser la somme des modules de ses divers termes , savoir

2 ^ 1.2 4 ^ 1.2.3.4 6 "T- ••'

d'où il résulte que l'équation (6) ou (7) n'admettra point de racines réelles

ou imaginaires, dont les modules soient inférieurs à la racine positive

unique de l'équation

^^ 2 ^ 1.2 4 ^ TT^Tm 6 + ••• = I.

ou, ce qui revient au même, de l'équation

e^-f- e""^ ^ e^— e"" ^
O,

qu'on peut encore présenter sur l'une ou l'autre des deux formes

(.0) X=L + -^^-,

(m) 2X— I(X+ i)+1(X— i) = o,
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la lettre 1 indiquant un logarithme népérien. D'ailleurs cette racine X,

supérieure à Tunité en vertu de la formule (lo), sera, en vertu de la for-

mule (8), inférieure à la racine positive de l'équation

c'est-à-dire, au nombre

Y — a -|- V'''^ = i,2ioo. . .
;

et si l'on pose, dans l'équation (8) ou (j i),

X = 1,2 -h i,

i sera renfermé entre les limites — 0,2 et 0,1. Cela posé, en considérant

1,2 comme une première valeur approchée de la racine positive X de

l'équation (8), on obtiendra facilement par la méthode de Nev^ton, ou

par l'emploi de la formule de Taylor, de nouvelles valeurs de plus en plus

approchées, et l'on trouvera (*), en poussant l'approximation jusqu'aux

millionièmes inclusivement,

X = 1,199678....

Cette dernière valeur de X représente donc une limite inférieure que

(*) Si Ton désigne par F(X) le premier membre de l'équation (11), par a la valeur

approchée i ,2 de la racine X , et par a-f- z sa. valeur exacte, on aura

F (X) = F(« 4- = F («) + i^' (« 4- ^^0

,

désignant un nombre inférieur à l'unité, et les valeurs de F'(X), F' (a-f-Ô/), étant

Cela posé, l'équation
F(X):=a

donnera
1 — (a+ Qi)

F (a)
2

et, comme on aura encore

<2 = 1 ,2, F (a) = 2fl — \( —3— ) = 2,4 — l(' î) = o,oo2io5.

on trouvera définitivement

i = — o, 002105 .

' 2

En vertu de cette dernière équation, non -seulement / se;'a négatif, mais de plus sa
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ne peuvent dépasser les modules des valeurs de oc qui vérifient l'équa-

tion (6) ou (7). Mais ces modules peuvent atteindre la limite dont il s'a-

git, puisqu'on satisfait à l'équation (7) en supposant

X = Xy— I = 1,199678... \/

—

I,

et prenant pour X la racine positive de l'équation (8). Ce n'est pas tout :

comme, en vertu des formules (6 , on aura

X I

cos X sin X '

on en conclura

.r* I 07'^
-f- I

g*

cos^'jr sin'' a: cos*x -f sin* a:'

par conséquent

(12) fe" = x^ + I.

Or, si l'on suppose le module X de jc égal ou supérieur au nombre

alors, en vertu de la formule (12), le module correspondant de 6* sera

égal ou supérieur à la différence

X* — I
,

et le module de g sera égal ou supérieur à

\/X^-',
par conséquent à la limite

qu il atteindra si l'on suppose

a: = i,j99678... \/^^.

valeur numérique sera inférieure au produit

O,0021o5 *—— = o,ooo32i6,
2

et par suite supérieure au produit

^1 — (1,2 — o,ooo32i6)~^
0,002100—— = o,ooo3ai2. . . .

2

Donc, en poussant l'appioximation jusqu'aux millionièmes, on aura ir=

—

q,ooo32ï...

X = 1,2 — o,ooo32i... = 1,199678....
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Donc le plus petit des modules de g qui répondent aux équations (5) sera

0,662742? • .

.

et par conséquent la plus petite racine de l'équation

X = € cos X

sera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances

ascendantes de /, pour tout module de g inférieur au nombre 0,662742...

On se trouve ainsi ramené immédiatement à un résultat auquel M. La-

place est parvenu par des calculs assez longs dans son Mémoire sur la

convergence de la série que fournit le développement du rayon vecteur

d'une planète suivant les puissances ascendantes de l'excentricité.

Il nous reste à indiquer une méthode très simple, à l'aide de laquelle

on peut souvent construire avec une grande facilité les développements

des fonctions implicites. Pour ne pas trop allonger ce Mémoire, nous nous

contenterons ici d'appliquer cette méthode au développement de la plus

petite racine ^ de l'équation (i), ou d'une fonction de cette racine.

Nommons et celle des racines de l'équation (i) qui s'évanouit avec 6,

et que nous supposons être une racine simple. On aura identiquement

(i3) X — î'W (oc) = (x — et) n(jc),

n(x) désignant une fonction de .r qui ne deviendra point nulle ni infinie

pour .r=o. Or, de l'équation (i3)
,
jointe à sa dérivée, on déduira la sui-

vante

^ ^^ X— t^ {x) X — « •" n {x)
"*

que l'on obtiendrait immédiatement en prenant les dérivées logarithmiques

des deux membres de l'équation (r3). On aura donc par suite

/ ^N n^(x) _ I -^ i.-m' {X) i_
^ ' U{X) X iTff {x) X oc

D'ailleurs, pour des valeurs de oc suffisamment rapprochées de zéro, la

fonction

n {X)

sera généralement développable en une série convergente ordonnée suivant

les puissances ascendantes, entières et positives àex. Ainsi, en particulier,

si n {x) est une fonction entière de x^ et si l'on nomme ^,y^ ... les ra-



( 288 ) '

cines de l'équation

(i6) n{x) =.0,

on aura identiquement

(17) n{oc) = k {œ ^ C) (oc -- y) ...,

k désignant un coefficient indépendant de x ; et par suite

/ o\ n' (x) 1,1, ,

(18) —H = + h ••• etc.
^ ^ n {x) x~- ^ ^ X — Y *

Donc alors on aura, pour tout module de œ inférieur aux modules des

racines ê, ^, . . .

('9)|g = -G + ;+ •••)- G + .^ + ••)---•••

Donc aussi le second membre de l'équation (i5) devra être développable,

pour des modules de x qui ne dépasseront pas certaines limites, en une série

convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes , entières et posi-

tives de ûc. Or il semble au premier abord que, pour de très petits modules

de g, ou, ce qui revient au même, pour de très petits modules de et, ce

développement ne puisse s'effectuer. Car, si le module de et devient infé-

rieur à celui de a: , et le module de ? à celui de —r-r, alors, en posant,

pour abréger,

on trouvera

(20) —L— == I + j^^ + ".;-)-...,
^ >' X « X X' * x^ '

De plus, en désignant par / un nombre infiniment petit que l'on devra

réduire à zéro , après les différentiations effectuées , et par 5 ce que de-

vient X quand on remplace jc par /, on aura encore, en vertu de la for-

mule de Maclaurin,

{12) ^=5+^D.54-f^D;5+..., ^»zz:5»+^D.5»+^D/5»-}...., etc.;

et

et par suite le second membre de la formule (i5), développé suivant les

puissances ascendantes de œ, renfermera en apparence non-seulement
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(les puissances positives, mais encore des puissances négatives de Jc; ces

dernières même étant, à ce qu'il semble, en nombre infini. Toutefois il

importe d'observer qu'en supposant le module de cl très petit, on pourra

<lëvelopper e, g*,. . . et par suite les seconds membres de formules (21) et

(i5), suivant les puissances ascendantes de a. Alors le second membre de

la formule (i5), développé suivant les puissances ascendantes de .r et de a,

offrira, il est vrai, des puissances positives et des puissances négatives

de x, mais seulement des puissances positives de a; et le coefficient d'une

puissance quelconque de a, par exemple de a", dans ce second membre,

sera la somme u^ d'une série qui renfermera un nombre infini de puis-

sances positives de oc , avec les seules puissances négatives

I I 1

' rti—i y '
'

X

D'autre part, en vertu des principes établis dans le paragraphe précédent

(5* théorème), la fonction sera développable en une série convergente

ordonnée suivant les puissances ascendantes, entières et positives, de x
et de a, tant que les modules de x et de a, ne dépasseront pas les limites

au-delà desquelles cette fonction cesse d'être continue; et le coefficient de a",

dans le développement, sera la somme v»„ d'une série qui renfermera seu-

lement les puissances entières et positives de x. Donc, puisque deux

développements, ordonnés suivant les puissances ascendantes , entières et

positives, de ût, ne peuvent devenir égaux sans qu'il y ait égalité entre les

coefficients des mêmes puissances, les deux coefficients de a™ que nous

avons désignés par w„, t^„, et qui représentent les sommes de deux séries

ordonnées suivant les puissances ascendantes de x , seront égaux; d'où il

résulte que, dans la première de ces deux séries, chacun des m premiers

termes, proportionnels à des puissances négatives de .r, devra s'évanouir.

Donc le terme proportionnel à —, en particulier, s'évanouira dans la série

dont [a somme u^ sert de coefficient à a"", quel que soit d'ailleurs le

nombre m\ d'où il résulte que la somme des termes proportionnels à —
s'évanouira elle-même, dans le développement du second membre de la

formule (i5) suivant les puissances ascendantes de x et de a. Or cette

somme, en vertu des formules (19), (20), (28), sera évidemment

25 +— D,5^H î—DJc^H-. ..— a-1,2* '1.2.3 '

Ex. d'An, el de Ph. M. 38
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On aura donc

(24) ^=e5+ ~D.3'+^D;3^.4-...,

la valeur de / devant être réduite à zéro, après les différenciations effectuées.

La formule (24) ,
qui subsiste tant que et et sa dérivée relative à g restent fonc-

tions continues de 6, est précisément la formule donnée par Lagrange pour

le développement de a suivant les puissances ascendantes de ê. Si l'on

égalait à zéro, dans le développement du second membre de la formule (i 5),

non plus le coefficient de —, mais ceux de —,, de --, etc., ... on obtien-

drait immédiatement les formules données par Lagrange pour le dévelop-

pement de a*, a% etc. , . . . suivant les puissances ascendantes de g. Enfin,

si l'on égalait les coefficients des puissances positives

à ceux qui affectent les mêmes puissances dans le second membre de la

formule (19), on obtiendrait les valeurs des sommes

ç -r ^ -r • • M ^. -r ^a -r • • • ?

développées encore suivant les puissances ascendantes entières et posi-

tives de g.

vSoit maintenant i{pc) une fonction qui ne devienne pas infinie pour

^ = G. Après avoir multiplié par le rapport

f (:r) ~- f(o)

X

les deux membres de la formule (i5), on pourra, tant que la fonction f(x)

ne deviendra pas discontinue, développer le second membre suivant les

puissances ascendantes de x\ et, comme, dans ce développement effectué à

l'aide des équations (20), (21), (aS) ou de formules analogues, le coeffi-

cient de — devra disparaître, on en conclura facilement

(a5) f(^)-f(o)=.3f'(,)+ -ilD,[3'f'(0] + ,-7^D:[^'f'(')]-f-...,

la valeur de / devant être réduite à zéro après les différenciations effec-

tuées. On retrouve encore ici la formule donnée par Lagrange pour le

développement de f(ct). Il est bon d'observer que, dans cette formule , le

coefficient de ~, déterminé par la méthode qu'on vient d'exposer, sera
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le coefficient de ~ dans le développement du produit

f(£)-f(o) AX«x

ou, ce qui revient au naênie, le coefficient — dans le déveFoppeni^nt de

la fonction

(26) -D,{[f(^)-f(o)]D,(|)'}.

Mais comme la dérivée du second ordre d'un développement ordonné

suivant les puissances ascendantes et entières de x, ne peut renfermer

la puissance négative — , celte puissance disparaîtra dans le développe-

ment de

^' \!-^^^ ^-'] = »4cf ^-) -f(«y '^'©1

+

^' ^^^
d'où il suit qu'elle sera multipliée par un même coefficient dans les déve-

loppements de l'expression (26) et de la suivante

Donc, dans le second membre de la formule (23), le coefficient de — devra
^ n

se réduire, comme nous l'avons admis, à

/ devant être remplacé par zéro après les différenciations.

La même méthode, comme je l'expliquerai plus en détail dans un autre

article, peut servir à développer, suivant les puissances ascendantes d'un

paramètre contenu dans une équation algébrique ou transcendante, la

somme des racines qui ne deviennent pas infinies quand le paramètre s'é-

vanouit , ou plus généralement la somme des fonctions semblables de ces

racmes. On retrouve alors les résultats obtenus dans le Mémoire de i83i.

On pourrait, au reste, démontrer rigoureusement la formule de

Lagrange, en combinant la méthode que M. Laplace a suivie avec la

théorie que nous avons exposée dans le premier paragraphe.

38..



MÉMOIRE
SUR LES

DEUX ESPÈCES D'ONDES PLANES

QUI PEUVENT SE PROPAGER

DANS UN SYSTÈME ISOTROPE DE POINTS MATÉRIELS.

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES.

J'ai donné le premier, dans les Exercices de Mathématiques^ les équa-

tions générales aux différences partielles qui représentent les mouvements

infiniment petits d*un système de points matériels sollicités par des forces

d'attraction et de répulsion mutuelle. De plus, dans divers Mémoires, que

j'ai publiés, les uns par extraits, les autres en totalité, dans les années 1829

et i83o, j'ai donné des intégrales particulières ou générales de ces mêmes

équations, et j'ai conclu de mes calculs que les équations du mouvement

de la lumière sont renfermées dans celles dont je viens de parler. D'ail-

leurs, parmi les mouvements infiniment petits que peut acquérir un sys-

tème de molécules, ceux qu'il importait surtout de connaître étaient les

mouvements simples et par ondes planes, qui peuvent être considérés

comme les éléments de tous les autres. Or, ayant recherché directement,

dans \es Exercices de Mathématiques , les lois des mouvements simples pro-

pagés dans un système de molécules, j'ai trouvé, pour chaque système,

trois mouvements de cette espèce, et j'ai remarqué que , dans le cas où

le système devient isotrope, ces trois mouvements se réduisent à deux,

les vibrations des molécules étant transversales pour l'un, c'est-à-dire,

comprises dans les plans des ondes, et longitudinales pour l'autre, c'est-

à-dire, perpendiculaires aux plans des ondes. Enfin, comme les vibrations

transversales correspondent à deux systèmes d'ondes planes
,
qui se con-

fondent en un seul, ou se séparent, suivant que le système de points ma-

tériels est isotrope ou non isotrope, je suis arrivé, dans les Mémoires
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publiés en 182901 i83o, à cette conclusion définitive que, dans la propa-

gation de la lumière à l'intérieur des corps isophanes, les vitesses des mo
lécules éthérées sont transversales, c'est-à-dire, perpendiculaires aux

directions des rayons lumineux. Je me crus dès lors autorisé à soutenir, et

à considérer comme seule admissible, cette hypothèse proposée par Fresnel,

et à l'aide de laquelle s'expliquent si facilement les phénomènes de pola-

risation et d'interférences.

Le Mémoire qu'on va lire est relatif aux deux espèces d'ondes planes

qui peuvent se propager dans un système isotrope de points matériels, et

aux vitesses de propagation de ces mêmes ondes. Ce qu'il importe surtout

de remarquer, c'est qu'à l'aide des méthodes exposées dans les Nouveaux

Exercices de Mathématiques y et dans le Mémoire lithographie sous la

date d'août i836, on peut, sans réduire au second ordre les équations

des mouvements infiniment petits, et en laissant au contraire à ces équa-

tions toute leur généralité, parvenir à déterminer complètement les vitesses

dont il s'agit, et à les exprimer, non par des sommes ou intégrales triples,

mais par des sommes ou intégrales simples aux différences finies. Si l'on

transforme ces mêmes sommes en intégrales aux différences infiniment

petites, la première, celle qui représente la vitesse de propagation des

vibrations transversales, s'évanouira, lorsqu'on supposera l'action mu-
tuelle de deux molécules réciproquement proportionnelle au cube de leur

distance r, ou plus généralement à une puissance de r intermédiaire entre

la seconde et la quatrième puissance. Mais cette vitesse cessera de s'éva-

nouir, en offrant une valeur réelle, si l'action moléculaire est une force

attractive réciproquement proportionnelle au carré de la distance r, ou

une force répulsive réciproquement proportionnelle, au moins dans le

voisinage du contact, au bicarré de r; et alors la propagation de vibra-

tions, excitées en un point donné du système que l'on considère, sera

due principalement, dans la première hypothèse, aux molécules très

éloignées , dans la seconde hypothèse , aux molécules très voisines

de ce même point. Ajoutons que, pour un mouvement simple, la vi-

tesse de propagation de vibrations transversales sera, dans la première

hypothèse, proportionnelle à l'épaisseur des ondes planes, et, dans la

seconde hypothèse, indépendante de cette épaisseur. Quant aux vibrations

longitudinales , elles ne pourront, dans la première hypothèse , se propager

sans s'affaiblir. Enfin, dans la seconde hypothèse, le rapport entre les vi-

tesses de propagation des vibrations longitudinales et des vibrations trans-

versales se présentera sous la forme infinie ^, à moins que l'on ne prenne
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pour origine de l'intégrale relative à r, non une valeur nulle, mais la dis-

tance entre deux molécules voisines.

Observons encore que, supposer la vitesse de propagation des ondes

planes indépendante de leur épaisseur, c'est, dans la théorie de la lumière,

supposer que la dispersion des couleurs devient insensible, comme elle

paraît l'être, quand les rayons lumineux traversent le vide. Donc la nullité

de la dispersion dans le vide semble indiquer que, dans le voisinage du
contact , l'action mutuelle de deux molécules d'éther est répulsive et réci-

proquement proportionnelle au bicarré de la distance. Au reste, cette in-

dication se trouve confirmée par les considérations suivantes.

Supposons que, l'action mutuelle de deux molécules étant répulsive et

réciproquement proportionnelle, au moins dans le voisinage du contact,

au bicarré de la distance , les vitesses de propagation des vibrations trans-

versales et des vibrations longitudinales puissent être, sans erreur sen-

sible, exprimées par des intégrales aux différences infiniment petites.

Alors, d'après ce qui a été dit ci-dessus, la seconde de ces deux vitesses

deviendra infinie , ou du moins très considérable par rapport à la pre-

mière; etc'estmême en ayant égard à cette circonstance, que, d'une méthode

exposée dans la première partie du Mémoire lithographie de 1 836, j'avais

déduit les conditions relatives à la surface de séparation de deux milieux,

telles qu'on les trouve dans la 7* livraison des Nouveaux Exercices de ma-

thématiques^ publiée vers la même époque. M. Airy a donc eu raison de

dire que mes formules donnent pour la vitesse de propagation des vibra-

tions longitudinales une valeur infinie ; et cette conséquence est conforme

aux remarques que j'ai consignées , non-seulement dans une lettre adressée

à M. l'abbé Moigno le 6 octobre 1 887 , mais même dans une lettre anté-

rieure adressée de Prague à M. Ampère, le 12 février i836, et insérée dans

les Comptes rendus de cette même année. Or, lorsque la vitesse de propa-

gation des vibrations longitudinales devient infinie pour deux milieux sé-

parés l'un de l'autre par une surface plane, les vibrations transversales

peuvent être réfléchies sous un angle tel, que le rayon résultant de la ré-

flexion soit complètement polarisé dans le plan d'incidence, et l'angle dont

il s'agit a pour tangente le rapport du sinus d'incidence au sinus de ré-

fraction. D'ailleurs , la polarisation des rayons lumineux sous ce même angle

est précisément un fait constaté par l'expérience , et c'est en cela que con-

siste, comme Ton sait, la belle loi découverte par M. Brewster. Par consé-

quent notre théorie établit un rapport intime entre les deux propriétés

que possèdent les rayons lumineux de se propager, sans dispersion des
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couleurs j dans le vide, c'est-à-dire dans l'éther considéré isolément, et de

se polariser complètement sons l'angle indiqué par M. Brewster, quand ils

sont réfléchis par la surface de certains corps ; en sorte que , le pre-

mier phénomène étant donné, l'autre s'en déduit immédiatement par le

calcul.

Au reste, comme je l'ai dit, c'est en supposant les sommes aux diffé-

rences finies transformées en intégrales aux différences infiniment petites,

que j'ai pu déduire de la théorie la propriété que l'éther isolé paraît offrir

de transmettre avec la métne vitesse de propagation les rayons diversement

colorés. La possibilité d'une semblable transformation résuite de la loi de

répulsion que j'ai indiquée, et du rapprochement considérable qui existe

entre deux molécules voisines dans le fluide éthéré. Mais quelque grand

que soit ce rapprochement, comme on ne peut supposer la distance de

deux molécules voisines réduite absolument à zéro, il est naturel de penser

que, dans le vide, la dispersion n'est pas non plus rigoureusement nulle,

qu'elle est seulement assez petite pour avoir, jusqu'à ce jour, échappé aux

observateurs. S'il y avait possibilité de la mesurer, ce serait, par exemple,

à l'aide d'observations faites sur les étoiles périodiques, particulièrement

sur celles qui paraissent et disparaissent, et sur les étoiles temporaires. En
effet, dans l'hypothèse de la dispersion, les rayons colorés qui, en partant

d'une étoile, suivent la même route, se propageraient avec des vitesses

inégales, et par suite des vibrations, excitées au même instant dans le

voisinage de l'étoile, pourraient parvenir à notre œil à des époques séparées

entre elles par des intervalles de temps d'autant plus considérables que

l'étoile serait plus éloignée. Ainsi, dans l'hypothèse dont il s'agit, la clarté

d'une étoile venant à varier dans un temps peu considérable, cette variation

devrait, à des distances suffisamment grandes, occasionner un changement

de couleur qui aurait lieu dans un sens ou dans un autre, suivant que l'étoile

deviendrait plus ou moins brillante, une même partie du spectre devant

s'ajouter, dans le premier cas , à la lumière propre de l'étoile dont elle

devrait être soustraite, au contraire, dans le second cas. Il était donc im-

portant d'examiner sous ce point de vue les étoiles périodiques, et en

particulier Algol
,
qui passe dans un temps assez court de la seconde gran-

deur à la quatrième : c'est ce qu'a fait M. Arago dans le but que nous

venons d'indiquer. Mais les observations qu'il a entreprises sur Algol,

comme celles qui avaient pour objet l'ombre portée sur Jupiter par ses

satellites , n'ont laissé apercevoir aucune trace de la dispersion des couleurs.

Aux considérations qui précèdent, je joindrai une remarque assez eu-
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rieuse. Si l'on parvenait à mesurer la dispersion des couleurs dans le vide,

et si l'on adoptait comme rigoureuse la loi du bicarré de la distance , la

théorie que nous exposons dans ce Mémoire fournirait le moyen de calculer

approximativement la distance qui sépare deux molécules voisines dans le

fluide éthéré. Déjà même, en partant de la loi dont il s'agit, nous pouvons

calculer une limite supérieure^ à cette distance. En effet, comme la

lumière d'Algol perd en moins de quatre heures plus de la moitié de son

intensité, nous pouvons admettre, sans crainte de nous tromper, que les

observations faites sur cette étoile parviendraient à rendre sensible la

dispersion des couleurs dans le vide, si l'intervalle de temps, renfermé

entre les deux instants qui nous laissent apercevoir des rayons rouges et

violets partis simultanément de l'étoile, s'élevait seulement à un quart

d'heure. D'ailleurs, vu la distance considérable qui sépare de la terre les

étoiles les plus voisines, distance que la lumière ne peut franchir en moins

de trois ou quatre années, le quart d'heure dont il s'agit n'équivaut pas

assurément à la cent-millième partie du temps que la lumière emploie

pour venir d'Algol jusqu'à nous, et par conséquent il indiquerait entre les

vitesses de propagation des rayons violets et rouges, un rapport qui sur-

passerait l'unité au plus d'un cent-millième. Enfin , en admettant ce rap-

port, on trouverait, pour la distance entre deux molécules voisines du

fluide éthéré, environ 3 millionièmes de millimètre, ou, ce qui revient

au même, environ 2^0 ^^ ^^ longueur moyenne d'une ondulation lumi-

neuse. Donc la longueur d'une ondulation lumineuse doit être considérable

à l'égard de la distance qui sépare deux molécules voisines. Cette conclusion

s'accorde au reste avec les remarques déjà faites dans un autre Mémoire.

(Voiries pages i5o et loa.)

§ P'. Vibrations transversales ou longitudinales des molécules^ dans Un sjsteme

isotrope.

Considérons un système isotrqpe de points matériels, et soient, dans

l'état d'équilibre
,

x^ j, Zy les coordonnées rectangulaires d'une première molécule m;

a:+x, ^-f-y, 2+ z, les coordonnées d'une seconde molécule m;

r=. \/x*+ y*-j- z*, la distance qui sépare les deux molécules m, /w;

\nmrf(r)j l'action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le

signe + ou avec le signe — , suivant que ces deux molé-

cules s'attirent ou se repoussent;
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enfin, « étant une fonction quelconque des coordonnées x^ jy z, dési-

gnons par
A»

l'accroissement que prend cette fonction quand on passe de la molécule m

à la molécule m , c'est-à-dire , en d'autres termes
,
quand on attribue aux

coordonnées

les accroissements

A^= X , A/= y, Az= z.

On aura généralement

A«=^e^^'-^y^--^^^'-i)H,

par conséquent

Donc, en représentant, comme on l'a fait quelquefois, chacune des carac-

téristiques

D,, D„ D.,

par une seule lettre , et posant en conséquence

«^ = D, , (^ = D,, w =: D,.,

on aura simplement

(i)
,

A==e"""^^y+^'— I.

Concevons maintenant que le système des molécules m, m, m',...

vienne à se mouvoir; et soient, au bout du temps t,

les déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux axes coor-

donnés. D'après ce quia été dit précédemment (page 119), les équations

des mouvements infiniment petits du système supposé isotrope seront

de la forme

(
(E-^DO? + FD,(D4 + D,.+D,0=o,

(2) (E-DÎ))i + FD,(D,?+D,. + D.O = o,

(
(E^D?)r + FD,(D.e+I>r>'+D,Ç)= o,

E, F, étant deux fonctions déterminées du trinôme

Dx + d; + Dl

Ex. d'An, et de Ph. Math. ^9
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que nous désignerons pour abréger par /r% en sorte qu'on aura

Ajoutons que, si, en indiquant par le signe S une sommation relative aux

molécules m , m', . • • «" P^se

/ G = S[m/(r)A],

G, H se réduiront, dans l'hypothèse admise, à deux fonctions de A% des-

quelles on déduira E, F à l'aide des formules

(5) B = a + iS, F=J-%a
Soient maintenant

^? ^' >7

les angles que forme le rayon vecteur r avec les demi-axes des coordon^

nées positives. On aura

x = rcosa, y = rcosff, z =: rcos^:

par conséquent le trinôme

xM -I- yp + ziv^

dont G, H représentent des fonctions, en vertu des formules (i) et (4),

sera équivalent au produit

r(u cos a+ (^ cos è+ w cos y).

D'ailleurs, G, H devant se réduire identiquement à des fonctions de

on pourra opérer généralement cette réduction, et dans cette opération

il importe peu que l'on considère w, v^ w ^ comme des caractéristiques ou

comme des quantités véritables. Seulement, dans le dernier cas, on devra

laisser les valeurs de w, v , (v, entièrement arbitraires. Or, lorsque l'on

considère

comme des quantités véritables, alors, en supposant

A: = Vw* + (^' + «^%

et nommant S" un certain angle formé par le rayon vecteur r avec une
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droite OA menée par l'origine O des coordonnées, perpendiculairement au

plan que représente l'équation

u,x -f- ^ -4- ^z = o

,

on a

(6) wcosot + VCOS& + wcos^ = ArcoscT,

par conséquent,

MX + i^y + wz = ArcoscT.

Donc alors , en vertu des formules (t)
, (4) ? ^^s sommes G , H , réduites à

( G = S[m/(r)(e*'«'"-,)],

^7>|h= Spî^^(6*--^ - . -/fcrcos J^ -^^:^)],

sont Tune et l'autre de la forme

S^(Acoscr),

et dire qu'elles doivent se réduire à des fonctions de A*, c'est dire qu'elles

demeurent constantes, tandis que l'on fait varier dans chaque terme

l'angle cT , en faisant tourner d'une manière quelconque l'axe OA autour

du point O. D'ailleurs lorsqu'une somme de la forme

(8) ^ = S§{kcos^)

remplit la condition que nous venons d'énoncer, on a, en vertu d'un

théorème précédemment démontré (page 24),

S>C s= \S j^ §{kcosS').ûn^dS^',

ou , ce qui revient au même

,

(9) î)t=is/J_#(AÔ)rfô,

la valeur de 6 étant

S = cos «T.

Donc, en remplaçant successivement la fonction §{k^) par les deux

suivantes

39..
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el ayant égard aux formules

M _ -^kr

.r -''1 r ^e'''^^,)d^^'llZ^

on tirera des équations (7)

( «= s['»/M('-^^iif^-')]'

Les équations (10), jointes aux formules (5) et à la suivante

(il) 7 = I -j 5 H ^7—^ -r • • • j
^ ^ 2A'r ' 1.2.3 ' 1.2.3.4.5

suffisent pour déterminer complètement les valeurs des caractéristiques E,

F que renferment les formules (2), en fonction de la caractéristique

A:»= Di + D; + D^

En effectuant les différentiations relatives à k, Ton trouve

/e= s[./(.)(S-Hr^t.+-..)]

Si d'ailleurs on pose, pour abréger,

rfir) = {{r),

en sorte que l'action mutuelle de deux molécules m, m soit représentée sim-

plement par

tnmf(r),

la première des équations ( 1 2) pourra encore être présentée sous la forme

(3) E= ^^S|>,[,^f(r)]| 4-^7:^8 |>,[.«f(r)]|4-...
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Si, au lieu de développer E, F, en séries, on se borne à substituer dans

les formules (5) les valeurs de G, H fournies par les équations (lo), on

trouvera

(E=s|^.D,[(î::±ii::-i^ifi'-:AvOf(o]},

Ces dernières formules, comme on devait s y attendre, s'accordent avec les

équations (12) et (i3).

Soient maintenant

?, >'. c.

les déplacements symboliques des molécules dans un mouvement simple

ou par ondes planes. Ces déplacements symboliques seront de la forme

(l5) ^ ^rzAe^^ "^ ^'^ "^ ^^ "^ ^^ ^ '^^ux-i-vr-hwz — st ^ _-_ (]giw:+ Kr+W2

—

st

pourvu que les lettres

cessant de représenter les caractéristiques

D., D„ D„
désignent avec les lettres

A, B, C, s,

des constantes réelles ou imaginaires ; et les équations (2), qui devront en-

core être vérifiées, quand on y remplacera

?. >»> C.

par

donneront,
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mules (ï4)' ^t la valeur de A: dans ces formules étant toujours choisie de

manière que Ton ait

k^ z= u* + if* -\- w*.

Si le mouvement simple que Ton considère est du nombre de ceux qui se

propagent sans s'affaiblir , on aura

M == u \/— I , p= V V^— I 7 w= w V'— i ? 4"= s \/— I ,.

Tj, V, v^y s, désignant des quantités réelles; et, si Ton pose encore

k=V \/— I
,

k sera lui-même une quantité réelle liée au, v, w, par la formule

(i8) k* = 11^ + V* + w*.

Ajoutons que, dans le cas dont il s'agit, la durée T d'une vibration, la lon-

gueur l d'une ondulation, et la vitesse de propagation fldes ondes planes,

seront respectivement

('9) T=v^ l = ^^ "=E==î'

et que le plan invariable parallèle aux plans des ondes sera représenté par

la formule

Tia: + vj -f- wz = o.

Gomme d'ailleurs la seconde des formules (i6) ou (17), jointe aux équa-

tions (i5) et (18), donnera ou

ou

uÇ + V» + w^ = o, U^ + V» + w^ = o,

U V W ' U V w '

il est clair que les vibrations moléculaires seront ou transversales, c'est-à-

dire comprises dans les plans des ondes, ou longitudinales, c'est-à-dire

perpendiculaires à ces mêmes plans. Enfin de la première des formules (16)

ou (17), jointe aux équations (i4) et aux formules
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on conclura que le carré de la vitesse de propagation Cl est, pour les vi-

brations transversales,

(..) a.=,^s|^D,[(cosk.-'i^^+ikV.)f(r)]|,

et pour les vibrations longitudinales

,

( ri'=^s{^D,[(2^-2Coskr-krsmkr+ikV')f(r)]j
'

i ' cT / 1
sinkr\f(r)-l

Les valeurs de H, fournies par les équations (21), (22), sont précisé-

ment les deux vitesses de propagation relatives aux deux espèces d'ondes

planes qui peuvent être propagées par un milieu isotrope. Si, dans ces

équations, l'on remplacen par r> elles se réduiront aux formules (66) et

(74) du 7" paragraphe du Mémoire lithographie, sous la date d'août i836.

Enfin, si l'on développe en séries les seconds membres des équations (20)

et (21), on trouvera, pour les vibrations transversales,

et pour les vibrations longitudinales,

ce que l'on pourrait aussi conclure des formules (12) et (i3) jointes aux

équations (16), (17), (19), et ce qui s'accorde avec les formules données

dans les nouveaux Exercices de Mathématiques.

Il importe d'examiner ce que deviennent les formules précédentes, dans

le cas particulier où les sommes indiquées par le signe S peuvent être, sans

erreur sensible, remplacées par des intégrales aux différences infiniment

petites. Or, en désignant toujours par r le rayon vecteur mené de

la molécule m à la molécule 7W, nommons p l'angle compris entre le

rayon vecteur r et l'axe des .r, q l'angle formé par le plan de ces deux

droites avec le plan des x
^ j^ et .^ une quantité réelle ou une expression

imaginaire dont la valeur change avec la position de la molécule m. Enfin

soit ® la densité, supposée constante, du système de molécules que l'on
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considère. ^ pourra être regardée comme une fonction des trois coordon-

nées rectangulaires x, y , z, ou bien encore comme une fonction des trois

coordonnées polaires

P^ q, r,

liées aux trois angles et, ë,y ,
par les équations

cosa= cos/?, cosê= sinpcos^, cos}/ = sin/?sin<2';

et si Ton suppose que la sommation indiquée par le signe S s'étende à

toutes les molécules

distinctes de m, on aura sensiblement, dans le cas particulier dont il s'agit

( en vertu des formules bien connues )

,

S{mS{.) z=: fff<3^ilsmpdpdqdr,

les intégrations étant effectuées, par rapport aux angles p, q, entre les

limites

p =z o, p = 7r, q — o, q = iir

,

et par rapport à r entre deux limites

dont la première soit nulle , ou bien équivalente à la plus petite distance

qui sépare deux molécules voisines, la seconde infinie, ou du moins assez

grande pour que dans l'expression -

S {msC)
,

la somme des termes correspondants à des valeurs plus considérables de r,

puisse être négligée sans erreur sensible. Par suite, en indiquant les limites

des intégrations, et plaçant le facteur constant (S^ avant les signes /, on
trouvera

(25) S(/wa) = (ô T'"" Ç' r s^r^smpdpdqdr.
J Tq J O J O

Si la fonction ê{. devient indépendante des variables /?, q, c'est-à-dire, en

d'autres termes, si ^ est simplement fonction de r, alors, en ayant égard
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aux deux formules

r sinpdp = 9., I""^ dq = 27r,
«-'0 t' O

on tirera de l'équation (o.S)

(26) S (ma) == 47r(3D r^^ ^r^dr.

Donc, en vertu des formules (20) et (21), le carré de la vitesse de pro-

pagation n se réduira, pour les vibrations transversales, à

et, pour les vibrations longitudinales, à

(28)

a-= ^X^- D,[(^ '^''- 2Cosk,--krsink,-+ |kV«)f(r)]j/

—
• / (coskr ^)rKn dr.

Les formules (^^7), (28) supposent, i^ que le système de molécules donné

est isotrope; 2° que, dans ce système, les mouvements simples se propa-

gent sans s'affaiblir; 3° que dans la détermination des vitesses de propa-

gation des mouvements simples, on peut, sans erreur sensible, substituer

aux sommations indiquées par le signe S des intégrations aux différences

infiniment petites. Or il est bon d'observer que de ces trois suppositions,

les deux dernières entraînent toujours la première, et conduisent directe-

ment aux formules (27), (28), sans l'intermédiaire de la formule (9). En

effet, lorsque les mouvements simples se propagent sans s'affaiblir, on a,

dans les équations (i5), (16) et (17),

u= u \/— I , (^ = V \/— 1 , (^= w V— « 5 yt= k v/-

u, V, w, k désignant des quantités réelles qui vérifient la formule (18);

et par suite le carré de la vitesse de propagation £l est , en vertu des

formules (16), (17) et (20), pour les vibrations transversales,

et pour les vibrations longitudinales,

Ex. dAn. et de Ph. M. 4»
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les valeurs de E, F, G, H étant données par les équations (5) et (7) , des

quelles on tire

^H

et

Dans les deux dernières formules , l'angle cT est lié aux angles a, €^y. par

l'équation (6) , de laquelle on tire

kcos J" = ucosa + vcosf + wcosy ,

ou, ce qui revient au même,

(33) kcoscT = ucos^ -{- vsinj9COs^+ w^sinpsin^.

Si d'ailleurs on peut substituer aux sommations indiquées par le signe S

désintégrations aux différences infiniment petites, les formules (Sa), jointes

à l'équation (sSj, donneront

( G=<î)/ l/C^ — i) r""j {r) smp dpdqdr

,

Mais, en supposant l'angle cT lié aux angles p, q, r par la formule (33) ^

on a, en vertu d'un théorème donné par M. Poisson (voir la 49* livraison

des Exercices de Mathématiques ^ page 17),

f^y^ ^{kcosJ')sinp dp dp =:27r£^(kcosJ')sinJ'dS^,

ou, ce qui revient au même,

(35) ry ^(kcos^)smpdpdq!=: 27r r ,^(kâ)^6,

la valeur de â étant

ô = cos S.

Donc, en remplaçant successivement la fonction ^(kfl) par les deux sui-

vantes

e
."«t/- _

, , e"'-'^- - . -krÔ V'^ + ^Ï:^
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et ayant égard aux formules

on tirera des équations (34)

^ ^ "'^ ^ sia kr ,1 ,^,^^>^ ^ 4/;(r)
^^

A ces dernières valeurs de G, H, correspondront, en vertu des formules (3i),

des valeurs de E,F, qui, substituées dans les équations (29) et (3o), feront

coïncider celles-ci avec les équations (27) et (28). D'ailleurs les seconds

membres des formules (36) sont, ainsi que le second membre de la for-

mule (35), des fonctions de la seule quantité k, qui changent de signe

avec elle, par conséquent des fonctions delà seule quantité k"; ce qui ne

peut avoir lieu que pour un système isotrope de molécules.

Il nous reste à discuter les valeurs de Cl* fournies par les équations (27)

et (28).

La première de ces valeurs, ou celle qui correspond aux vibrations

transversales, est, en vertu de l'équation (27), le produit de

477-®,

par la différence entre les deux valeurs qu'acquiert l'expression

i,(coskr_?^+|kV»)f(.).

quand on y pose successivement r =: r^ , rz=z Fq. D'ailleurs le produit

I / 1 sin kr , I , , ,\ 1 r* i k*r^

k4\ kr '3 / 5i.2.3 71. 2. 3. 4.
5'

se réduit sensiblement, pour de très grandes valeurs de r, à

3 k»'

et , pour de très petites valeurs de r, à

1
^^ — JL 4

5 1 .2.3
"~ 3o

40..
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Donc, A'o désignant une très petite et r^ une très grande valeur de r, la

formule (27) donnera sensiblement

(37) n'= ^[ji^fCrJ-f^r^fW].

L'équation (37) fournit pour H^ une valeur finie, positive et différente

de zéro, dans deux cas dignes de remarque, savoir: 1° quand le produit

r*f(r) se réduit, pour une valeur infiniment grande.de la distance r,

à une constante finie, mais positive; 2° quand le produit r'^f(r) se

réduit, pour une valeur infiniment petite de r, à une constante finie,

mais négative. Le premier cas aura lieu, par exemple, si l'action mutuelle

de deux molécules est une force attractive, réciproquement proportion-

nelle au carré de la distance. Alors f(r) serait de la forme

(38) f (r) = 1

,

g désignant une constante positive; et, comme de la formule (87), jointe

à l'équation

s = ak,
on tirerait sensiblement

(39)
n^'^^t^^,, s'z=zi^a

3 k^' ^ — 3 &'

la durée

S

des vibrations moléculaires deviendrait, ainsi que s, indépendante des

quantités

k et 1 = ^.

par conséquent de la longueur des ondulations. Pareillement, le second

cas aura lieu, si l'action mutuelle de deux molécules est une force ré-

pulsive, réciproquement proportionnelle au bicarré de la distance. Alors

f (/') sera de la forme

(4o) f (r) = - p ,

h désignant encore une constante positive; et, en vertu de l'équation (37),

on aura sensiblement

VMV ^^ — 3o "•
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Donc alors la vitesse de propagation fï. des vibrations moléculaires devien-

dra indépendante de k et de s, ou, ce qui revient au même, de T et de 1,

c'est-à-dire de la durée de ces vibrations, et de l'épaisseur des ondes

planes. Alors aussi l'on conclura de la formule

que cette épaisseur et cette durée conservent toujours entre elles le même
rapport.

Au reste, pour obtenir la formule (Sq), il n'est pas absolument néces-

saire d'attribuer à la fonction f(r)la forme que présente l'équation (38);

il suffirait de supposer

(42) f('-)=^,

^(r) étant une nouvelle fonction de r, qui se réduise à la constante posi-

tive g pour une valeur infinie de r, sans devenir infinie pour r=o. Pa-

reillement, pour obtenir la formule (40' ^^ suffirait de supposer

(43) f(0 = - ^,
^(r) étant une fonction de r, qui se réduise pour 7^= 0, à la constante

positive h, sans devenir infinie pour r=t=Qo. C'est ce qui arriverait en

particulier, si l'on posait

^(r) = he~'"', ou ^(r) = he^^'oos^r,...

et par suite

(44) f (0 = -r> ou f(r) = ^— >•••

a, b désignant des constantes réelles dont la première serait positive.

Il importe d'observer que, la formule (87) pouvant s'écrire comme il suit

(45) n.= 4^r;f(rj-4^.<f(r.),

la valeur de H*, donnée par cette formule, et relative aux vibrations

transversales, est la différence entre les deux termes
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respectivement proportionnels aux deux quantités

dont la première dépend de l'action mutuelle de molécules situées à de

grandes distances les unes des autres, et la seconde de Faction mutuelle

de deux molécules très voisines. Ces deux termes s'évanouiraient simul-

tanément, si l'on supposait

(46) {(r) = ^„,

c désignant une quantité positive ou négative, et m un exposant renfermé

entre les limites n et 4- Par conséquent la vitesse de propagation des vi-

brations transversales se réduirait à zéro, si l'action mutuelle de deux

molécules était réciproquement proportionnelle au cube de la distance r,

ou plus généralement à une puissance de r intermédiaire entre la seconde

et la quatrième puissance. Mais cette vitesse cessera de s'évanouir, en

offrant une valeur réelle , si l'on suppose 7/2= 2 , c étant positif, ou m^=l\^

c étant négatif, c'est-à-dire, si l'action moléculaire est une force attrac-

tive, réciproquement proportionnelle au carré de r, ou une force répul-

sive, réciproquement proportionnelle au bicarré de r; et alors, en vertu

de l'observation que nous faisions tout-à-l'heure, la propagation de vibra-

tions excitées en un point donné du système que l'on considère, sera due

principalement, dans la première hypothèse, aux molécules très éloignées,

dans la seconde hypothèse, aux molécules très voisines de ce même point.

Au reste, la différence si marquante, qui existe, sous ce rapport, entre les

deux hypothèses, n'a rien qui nous doive étonner. En effet, divisons le

système de molécules en tranches très minces et d'égale épaisseur, par des

surfaces sphériques équidistantes qui aient pour centre commun une mo-

lécule donnée m. Les portions élémentaires de ces tranches , interceptées

par la surface extérieure d'un cône ou d'une pyramide qui aurait pour

sommet la molécule m , offriront des volumes dont chacun sera sensible-

ment représenté par un produit de la forme

ar*Ar,

r r-l-Ar étant les rayons des deux surfaces sphériques entre lesquelles

la tranche se trouve comprise, et ctr* la portion de la première surface

interceptée par le cône dont il s'agit. Concevons maintenant que ce cône

devienne très étroit, ou, ce qui revient au même, que la constante a soit

très petite. La portion de tranche, dont le volume est sensiblement égal
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au produit

et la masse au produit

(D étant la densité du système , exercera sur la molécule m une action

représentée à très peu près par l'expression

(47) am(ôr»f(r)Ar,

qui varie, avec la distance r, dans le même rapport que le produit r*f(r).

Or, ce produit décroîtra rapidement avec —
, pour des valeurs crois-

santes de r, si Ton suppose f (r) réciproquement proportionnel au bi-

carré de r. Donc alors les actions exercées sur la molécule m, et dans

une même direction
,
par des portions élémentaires et correspondantes

de tranches d'égale épaisseur, deviendront de plus en plus faibles, à mesure

que l'on s'éloignera de la molécule; en sorte que l'action des tranches si-

tuées à des distances considérables pourra être négligée sans erreur sen-

sible. Mais si l'on suppose, au contraire, f(r) réciproquement proportionnel

au carré de r, alors , le produit

/'*f(r)

se réduisant à une constante, l'expression (47) deviendra indépendante

de la distance r; et , comme par suite la même action sera exercée sur la

molécule m, dans une direction donnée, par les portions élémentaires des

diverses tranches, celles qui se trouveront pins éloignées seront, en

raison de leur nombre très considérable et même infiniment grand, celles

qui contribueront principalement à la production des phénomènes.

Concevons maintenant que Q désigne la vitesse de propagation, non

plus des vibrations transversales, mais des vibrations longitudinales. Le

carré de Q. sera déterminé par l'équation (26), que l'on peut encore

écrire comme il suit :

,
SI 11 kr 1

(48)

Or, dans la formule (28) ou (48), le premier terme du second membre est

le produit de /^ttG^ par la différence entre les deux valeurs qu'acquiert
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l'expression

I / k-A* I \
pf2 sin j- 2coskr— krsinkr+ ^kV* jf(r),

quand on y pose successivement r= r^, r^s^r^. De plus, le produit

- sin kr , 1 .

coskr r-^k'
nkr . -„ , -T- o

g (^2 -^^ 2 cos kr— krsin k^-^ ^ kVj == ^ D,

que l'on peut encore présenter sous la forme

^ 'U 77^" 7 1.2.34.5"^ • • V~5 1.2 7 1.2.3.4"*"' *
*'

se réduit sensiblement, pour de très grandes valeurs de r, à

1 ^
3 k*'

et pour de très petites valeurs de r, à

i r4 I ,

5 1.2 o

Donc, A^o désignant une très petite, et r^ une très grande valeur de r, la

formule (48) donne à très peu près

Cherchons en particulier ce que devient la valeur de H*, fournie par

l'équation (49)? dans les deux hypothèses que nous avons précédemment

considérées. Si d'abord nous supposons l'action mutuelle de deux molé-

cules réciproquement proportionnelle au carré de la distance r, alors, la

valeur de f(r) étant donnée par la formule (38), on tirera sensiblement de

la formule (49)?

D'un autre côté, comme le rapport

sink/'

"17"

se réduit à l'unité pour une valeur nulle, et à zéro pour une valeur in-
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finie de r, on aura encore à très peu près

et
,
par suite, la formule (5o) donnera

_ 87x(D

(5.) "^ = - -3F g-

Enfin, pour que les vibrations longitudinales puissent se propager sans

s'affaiblir, il est nécessaire que l'équation (5i) fournisse une valeur réelle

de n, par conséquent une valeur positive de H*; ce qui exige que g

soit négatif, et l'action mutuelle de deux molécules répulsives. Donc, lors-

que cette action est une force attractive, réciproquement proportionnelle

au carré de la distance , il devient impossible d'admettre que des vibra-

tions longitudinales se propagent sans s'affaiblir.

Passons maintenant au cas où l'action mutuelle de deux molécules est

une force répulsive, réciproquement proportionnelle au bicarré de la dis-

tance. Alors la valeur de f(r) sera déterminée par la formule (4^), la cons-

tante h étant positive; et l'équation (49) donnera sensiblement

(5.) ^» = i..h-^^,xrD.(^)-
On aura d'ailleurs

/-r^ / s'in kr\ dr /• / , sinkr\ dr

^^(-k7-)p = j
(^•«^'^'•—et) p;

et comme, en intégrant par parties plusieurs fois de suite, on trouvera

/sinkr , sinkr , k Tcoskr ,

/coskr , coskr k rsiakr ,—^— dr z=z / ——- dr,

/sitikr , sinkr , , /^ coskr ,

par conséquent

rcoskr , coskr , ksinkr k^ /'coskr ,

j -;:^ dr = - -^^ + -^ - -j^r-dr,

on aura encore

/-f^ / sinkr \t/r sinkr , 2 /'coskr ,

k** /sinkr coskr sinkr /* cos kr , \

Ex. d'An, et de Ph. M. 4c
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D'autre part, le trinôme

sinkr coskr sinkr

kr kV^ ""^ Pr^

devient nul à très peu près, pour une très grande valeur r^ , attribuée à

la variable r; tandis que, pour une très petite valeur Tq de cette même
variable, il se réduit sensiblement à

Donc, si Ton effectue l'intégration relative à la variable r, entre les li-

mites r^, r^ de cette variable, on trouvera, sans erreur sensible,

et par suite la formule {Si) donnera

(53) n- = |.c«A(g+ X-:£il:^).

Il est aisé de s'assurer que l'intégrale renfermée dans le second membre
de l'équation (53) a une valeur très considérable. En effet, quand on

pose To= o , r^ = ao , cette intégrale devient

r ^J^ dr.
J o r

Or, en désignant par e un nombre positif, on a généralement

et par suite

Jo k=^ -f. s^
'

puis on en conclut, en intégrant par rapport à k, et à partir de Tori-

gine k = o
?

On aura donc

..» —tr coskr ,
/'°^ -*rdr I,/

,
£'\
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Si maintenant on réduit £ à zéro , on tirera de la dernière formule

r'°
coskr

j
Ç"^

^S
c/o r Jo r

Donc, puisque l'intégrale

offre une valeur infinie, l'intégrale

''(» coskr/"'<» cosJ

deviendra infiniment grande quand on attribuera, comme on le suppose,

une valeur très petite à Tq, et une valeur très considérable à r^.

Pour déduire directement les mêmes conclusions de l'équation (49), il

suffirait de recourir à la considération des intégrales singulières, et aux

principes établis dans le résumé des leçons données à l'Ecole Polytech-

nique sur le calcul infinitésimal (voir la i5^ leçon). En effet , en vertu de

ces principes, si le produit

r»f(r)

ne devient pas infini, pour une valeur infinie de r, l'intégrale comprise dans

le second membre de l'équation (49) , savoir

/-..f(.)D.(!i^)^.,

sera finie ou infiniment grande, suivant que l'intégrale singulière

/; ^*f('-)I>^ C^yr = /; (ces kr -^ riir)dr,

dans laquelle e désigne un nombre infiniment petit, sera elle-même finie

ou infinie. D'ailleurs, pour de très petites valeurs de r, le binôme

1 sin k r
cos kr

kr

est le produit de

par un facteur très peu différent de l'unité, et en conséquence l'intégrale

îinkr/;(coskr- 'llf)rUr)dr
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est le produit d'un semblable facteur par la suivante

pourvu que la fonction f(r), étant toujours continue pour des valeurs po-

sitives de r, ne s'évanouisse pas avec r. Donc, si la fonction f (r), supposée

continue, remplit la double condition de fournir une valeur finie du pro-

duit r*f (r) pour une valeur infinie de r, et de ne pas s'évanouir pour r=o,
la valeur de fl* déterminée par l'équation (49)) sera finie ou non en

même temps que l'intégrale singulière

(54) f\H{r)dr,

et affectée d'un signe contraire au signe de cette intégrale. Donc, puis-

qu'en supposant

on trouve pour r == 00

pour r =
r^f(r) = o,

fw = - ^
et de plus

r* r^ï{r) dr=z — h T - = — h x

nous devons conclure que, dans cette hypothèse , et pour des valeurs po-
sitives de h, la valeur de il*, fournie par l'équation (49), sera une quan-

tité positive qui deviendra infinie quand on posera Tq= o , et par con-

séquent infiniment grande quand on attribuera simplement à Tq une
valeur très petite.

Les mêmes raisonnements et les mêmes conclusions seraient encore

évidemment applicables au cas où la fonction f(r) se trouverait déter-

minée non plus par la formule (40), mais par la formule (43), par exemple

au cas où la valeur de f (r) serait l'une de celles que fournissent les équa-

tions (44)'
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^11, Sur la relation qui existe, dans les vibrations transversales d'un sjsteme isotrope

de molécules, entre la longueur des ondulations et la vitesse de propagation des

ondes planes.

Soient, comme dans le § P%

m une molécule donnée d'un système isotrope,

m l'une quelconque des autres molécules,

et m/7îf(r) l'action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le

signe + ou avec le signe — , suivant que ces deux molécules

s'attirent ou se repoussent.

Concevons d'ailleurs que, des vibrations transversales étant propagées

dans le système dont il s'agit, l'on nomme
1 la longueur d'ondulation, ou, ce qui revient au même, l'épaisseur

commune de toutes les ondes planes,

et n leur vitesse de propagation.

Si l'on pose , pour abréger.

les deux quantités il et l ou k se trouveront liées entre elles par l'équa-

tion {il) du § I", c'est-à-dire par la formule

le signe S indiquant une somme de termes semblables relatifs aux diverses

molécules m^ m,. . . ; de sorte qu'on aura

(3) fl» = s[^F'(r)],

F'(r) désignant la dérivée de la fonction F(r) déterminée par la formule

Concevons maintenant que l'on décompose le système de molécules

en couches infiniment minces, terminées par des surfaces de sphères qui

aient pour centre commun la molécule m. Si l'on nomme

GD la densité du système supposé homogène

,

et Ar un accroissement infiniment petit attribué à la variable r, les mo-

Ex. d'An, et de Pk. M. 4^
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lécules comprises dans la couche renfermée entre les deux surfaces sphé-

riques qui auront pour rayons r et r+ Ar, offriront une somme de

masses représentée à très peu près par le produit

477-(Dr*Ar;

et par suite les termes correspondants à ces molécules, dans la somme

s[pF'(r)],

fourniront une somme partielle qui sera généralement peu différente du

produit
47r(Dr*F'(r)Ar.

Or, si l'on admet que l'on puisse, sans erreur sensible, substituer gé-

néralement ce dernier produit à la somme des termes dont il s'agit dans

le second membre de l'équation (3), cette équation deviendra

(5) a*= 477-(î)S[F'(r)Ar].

D'autre part, comme on aura, en vertu de la formule de Taylor,

F(r+Ar) — F(r) = F'(r) Ar+ ^F''(r) Ar* +...,

on en conclura

S[F(r + Ar) — F(r)] = S[F'Cr) Ar] +iS [F"(r) Ar*] +. . .

Donc , en supposant le signe S étendu à toutes les valeurs de r , et

désignant une très petite valeur de r par r^, une très grande par r ,

on aura sensiblement

(6) F(r^)-F(r„)= S[F'(r)Ar]-|-iS[F"(r)Ar']+...

Si dans cette dernière formule on néglige les ternies qui renferment des

puissances de Ar supérieures à la seconde, elle donnera pour valeur ap-

prochée de la somme

S[F'(r)Ar]
1 expression

F('»)-r('-o)-jS[F"(r)Ar»];

et par suite la formule (5) deviendra

(7) a* = 477-(D[F(r^)— F(ro)]-. 27rcDS[F"(r)^/^*] •

Pour montrer une application des formules qui précèdent, considérons

en particulier le cas où l'action mutuelle des deux molécules m , m serait



(3,5)

une action répulsive , réciproquement proportionnelle au bicarré de la

distance. Alors la fonction f(r), déterminée par l'équation (^o) du § P%
serait de la forme

(8) f(/•) = - ,T ,

h désignant une constante positive, et l'équation (4) donnerait

^ 5 I .2.3 ' 7 I .2.3.4.5

On aurait donc, en réduisant r^ à zéro, et r^ à Tinfini positif,

F(rJ = o, F(r„) = -i^3.

De plus, comme, dans ce même cas, F(r) deviendrait fonction du pro-

duit kr, on aurait encore

r*D^F(r) = k«D^F(r),
et par suite

F"(r)= D;.F(r)=^DïF(/-).

Donc la formule (7) donnerait

(,o) n'=^h-2^ffik'IXS[F(r)(^7].

Si maintenant on suppose les diverses valeurs de A r égales entre elles et

à la distance î qui sépare deux molécules voisines, les diverses valeurs

de r, dans la somme indiquée à l'aide du signe S, pourront être censées

réduites aux divers termes de la progression arithmétique

(11) 2, 2€, 3g, 4^î- • • 5

et , en posant
,
pour abréger

,

(i^) R=s[(kcoskr-'i^ + ikv)l],

on tirera de la formule (9)

(t3) lF(r)=-^,K, -ul

puis de la formule (lo)

(i4) n'=Çh + 27rfl3hk'«'Dî(p).

42..
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Il ne reste plus maintenant qu'à déterminer la valeur de la quantité K
en fonction de k. Or, on tire de l'équation (12)

D,R = S[(kr-sinkr)^,],

par conséquent

(.5) k-D,K=s(^^^=|^);

puis, en différentiant trois fois de suite cette dernière formule par rap-

port à k, on en conclut

(16) Jyiik-'D^K) = S (^—^)z=: _(^C0Skg+-^ +____ + ...
J.

Dadleurs, pour des valeurs de œ comprises entre les limites — tt, +7r,
on a généralement , comme l'on sait,

cos
cos2:c , cos 3x , i /tt^ ^\

(voir le second volume des Exercices de Mathématiques^ pa^e 3og). Donc,

en remplaçant x par tt — ké, on aura encore

. , cos ake , cos Ske , i /25r^ _, , i « «\
cos kg H -r- + —31- H-. •• = 4(3

^'^^^+ ^ ^
J y

et la formule (16) donnera

(17) D^k-^DRR)==a—.^k-l-ck%

les valeurs de a^ b^ c, étant

(,8) « = g^' * = 7.' ^ = 4"

Pour déduire de l'équation (17) la valeur de k^'D^R, il suffira d'intégrer

le second membre trois fois de suite par rapport à k, et à partir de k=o,
puisqu'en vertu de l'écjuation (i5), le produit

k-^D,R,

devra être divisible par k^, aussi bien que la différence

1 . 1 kV3 kV5
kr— sm kr = r 5—r-ir + • • • •

1.2.3 1.2.3.4.5

En opérant ainsi, l'on trouvera

k~'DkR= a 5 — b —5-7+ ^
1.2.3 2.3.4 3.4.5'
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par conséquent
k+ k^ k^

(iq) DkR= a ^ — b —3-, -f- c .
^ ^j 1.2.3 1.6.^ 3.4.0

Enfin, pour obtenir la valeur inéme de R, il suffira d'intégrer le second

membre de la formule (19) par rapport à k, et à partir de k=o, puis-

qn'en vertu des équations (9) et (i3), la quantité R, proportionnelle au

produit k^F(r), sera, comme ce produit, divisible par P. On aura donc

a k^ ^ k^ c_ \J

5 1.2.3 "^ 7 ^3.4
"*"

7 3T475'

et par suite

n./^\ __ 2ç _!_ _ j
^•^Vkv ""

7 3.4.5 " 2.3.4.5.7-

Donc la formule (i4) donnera

(20) n- = Çh(, +«k\),

la valeur de a étant

(2.) • « = ^-

L'équation (20) établit une relation digne de remarque entre les quanti-

tés H et k ou 1 = y" ? c'est-à-dire entre la vitesse de propagation des ondes

planes, et l'épaisseur de ces mêmes ondes dans un système de vibrations

transversales.

La distance g qui sépare deux molécules voisines devant être généra-

lement considérée comme très petite , on pourra en dire autant, à plus

forte raison, de la quantité positive a, déterminée par la formule (21).

Gela posé, on aura sensiblement

I + ^^

et, en divisant par i + ctk* les deux membres de la formule (20J,

(22) f2-(,-a].-) = Çh.
D'autre part, si, en nommant T la durée d'une vibration moléculaire, on

pose

(23) s = Y'
on aura, conformément à la dernière des formules (19) du § P%

(24) s = ak,
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et par suite l'équation (22) pourra être réduite à

(25) a^ --- cts^ = t^h.
3o

Soient maintenant

flj et s^

ce que donnent

n et s

pour un second système de vibrations transversales, distinct de celui que
Ton considérait d abord, mais toujours propagé dans le même système de
molécules. On aura encore

n:_a.s", =^h,
3o '

et de cette dernière équation, jointe à la formule (^5), on tirera

H''— as*= n^^ — as%
par conséquent

et n=: —-r .

s^ — s'

ou, ce qui revient au même, eu égard à la valeur de a,

L'équation (26) fournit le moyen de calculer approximativement la valeur
de g, quand on connaît les vitesses de propagation des ondes planes et
les durées des vibrations moléculaires, dans deux systèmes de vibrations
transversales.

Il est bon d'observer qu'en désignant par T^ la durée des vibrations
dans le second système de vibrations transversales, on aura généralement

s; —s' s^ s

s

:ë__ =:, (IX
^^' ^^'

et qu'en conséquence l'équation (26) peut s'écrire comme il suil
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On aura donc

L (T--)(r + Oj
A l'aide de cette dernière formule , étant données les valeurs de H et T,
correspondantes à deux systèmes de vibrations transversales, on pourra

déterminer immédiatement la valeur de
[

, c'est-à-dire le rapport qui

existe entre la distance de deux molécules voisines, et la longueur d'on-
dulation relative à l'un de ces deux systèmes.

§ m. Sur la dispersion des couleurs dans le vide.

Si Ton attribue les phénomènes lumineux à des vibrations transversales
de l'éther, et si l'on admet, comme la théorie porte à le croire, que dans
le vide, c'est-à-dire dans l'éther isolé, les rayons de diverses couleurs se
propagent avec des vitesses qui ne soient pas rigoureusement égales; alors
il suffira que la clarté d'une étoile varie dans un temps peu considérable,
pour qu'à des distances suffisamment grandes, cette variation occasionne
un changement de couleur. Cette proposition remarquable est due à
M. Arago. On peut l'établir, comme il l'a fait lui-même

,
par la méthode

analytique qui, dans les éléments d'algèbre, sert à résoudre la question
connue sous le nom de problème des deux couriers. En effet, considérons
une étoile blanche qui paraisse et disparaisse périodiquement; et, pour plus

de simplicité, supposons que cette étoile , après avoir constamment brillé du
même éclat pendant un certain temps S, reste invisible pendant un autre

temps encore égal à S. Admettons d'ailleurs que ces deux phénomènes se

reproduisent l'un après l'autre indéfiniment, et que la couleur blanche de
rétoile résulte de la superposition de deux rayons simples dont les couleurs

soient complémentaires, par exemple, d'un rayon rouge et d'un rayon
vert. Enfin supposons que, les vitesses de propagation de ces deux rayons

n'étant pas rigoureusement égales, la plus petite soit représentée par H,
la plus grande par H^, en sorte qu'on ait

()
I'
= ,+i = ^+i,

n désignant un nombre très considérable. Les temps que ces deux rayons,.
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partant simultanément de l'étoile dans une direction commune, devront

employer, pour se propager en ligne droite jusqu'à un point donné de

l'espace, seront réciproquement proportionnels à leurs vitesses de propa-

gation. En d'autres termes, ces temps seront entre eux dans le rapport

de n à n^ , ou de « à w -f- I . Donc , si, à partir de l'étoile , on porte , sur la

direction commune des deux rayons, des longueurs égales, dont chacune

soit parcourue par le rayon doué de la plus grande vitesse H^ , dans un

intervalle de temps représenté par

et, si l'on nomme

les divers points auxquels aboutissent les extrémités de ces diverses lon-

gueurs, le rayon doué de la moindre vitesse Q parcourra chacune de

ces mêmes longueurs dans un intervalle de temps représenté par le

produit

Donc
,
pour des observateurs placés aux points

E,, Ea, E3, Ë4,. .

.

le retard d'un rayon sur l'autre se trouvera successivement exprimé par

ou ce qui revient au même, par les divers termes de la progression

arithmétique
5, 1^ , 3S, 4s, etc.

Cela posé, puisqu'au point de départ E les deux rayons restent simulta-

nément visibles, ou simultanément invisibles
,
pendant des intervalles de

temps qui sont tous égaux à S, on peut affirmer qu'il en sera de même,
aux points où le retard de l'un des rayons sur l'autre se trouvera repré-

senté par l'un des nombres

Q.^, 4s,

c'est-à-dire aux points

E., E4,. . .,

séparés de l'étoile E par des distances que le rayon doué de la plus grande

vitesse parcourt en temps égaux aux divers termes de la progression arith-

métique
nn^ , /\n^ , . .

.
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Au contraire , les deux rayons se montreront successivement et toujours

l'un sans l'autre, aux points où le retard de l'un à l'égard de l'autre se

trouvera exprimé par l'un des nombres

c'est-à-dire aux points

E, , Eg, . .

séparés de l'étoile E par des distances que le rayon doué de la plus

grande vitesse parcourt en temps égaux aux divers termes de la progres-

sion arithmétique

nîB, 3/2^,. . .

En général, vue d'un point quelconque de l'espace, l'étoile paraîtra pé-

riodique, 2S étant la durée de la période au bout de laquelle les mêmes
phénomènes se reproduiront; et de plus l'aspect de ces phénomènes va-

riera périodiquement avec la distance qui séparera le spectateur de l'é-

toile. Si cette distance est celle de l'un des points

F E

c'est-à dire celle que parcourt le rayon doué de la plus grande vitesse,

dans un temps représenté par un multiple pair de «S; alors > d'après ce

qu'on vient de dire , l'étoile paraîtra blanche durant une moitié de la pé-

riode au bout de laquelle les mêmes phénomènes se reproduisent, et dis-

paraîtra complètement durant l'autre moitié. Si au contraire la distance du

spectateur à l'étoile est celle de l'un des points

E, , E3, etc.,

c'est-à-dire celle que parcourt le rayon doué de la plus grande vitesse,

dans un temps représenté par un multiple impair de nS, l'étoile restera

toujours visible; mais elle paraîtra rouge durant une moitié de la période,

et verte durant l'autre moitié. Enfin, si la distance du spectateur à l'étoile

n'est celle d'aucun des points

E,, Ea, E3, E4,...,

l'étoile, visible et blanche durant une partie de la période, disparaîtra du-

rant une autre partie, et ces deux parties égales entre elles, mais dont

Ex. d'An, et de Ph. M. 4^
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chacune sera inférieure à la demi-période, se trouveront séparées l'une de

l'autre par des intervalles de temps égaux, pendant lesquels l'étoile se

montrera colorée tantôt en rouge , et tantôt en vert.

Dans l'hypothèse que nous venons de considérer, les points d'où l'on

observe les mêmes phénomènes, par exemple, les points pour lesquels

l'étoile reste invisible durant une moitié de la période et brille de tout son

éclat durant l'autre moitié , sont évidemment situés sur des surfaces de

sphères concentriques, qui, ayant l'étoile pour centre commun, renferment

entre elles des couches dont l'épaisseur est la distance que parcourt le

rayon doué de la plus grande vitesse durant un temps

égal au produit de la période 2S par le nombre n. En d'autres termes,

pour obtenir la distance mesurée sur la direction d'un rayon, et au bout

de laquelle les mêmes phénomènes se reproduisent, il suffit de multiplier

le nombre

(2) n
n. — X2

par la distance à laquelle se propage, durant le temps même de la période

,

le rayon doué de la plus grande vitesse. Cette dernière distance sera tou-

jours très considérable, et déjà elle s'élèverait à plus de six mille millions

de lieues, si la durée de la période se réduisait à un seul jour. La distance

au bout de laquelle les mêmes phénomènes se reproduiront sera beau-

coup plus considérable encore, puisqu'elle sera le profluit de l'autre dis-

tance par le nombre n , dont la valeur, en vertu de la formule (1) , de-

viendra d'autant plus grande que la différence entre les vitesses H et H,
deviendra plus petite.

On arriverait encore à des résultats semblables, si, la durée de la période

restant égale à 2©, les deux rayons simples, dont la superposition est cen-

sée produire la couleur blanche de l'étoile, s'éteignaient périodiquement, du-

rantdes intervalles de temps égaux entre eux, mais inférieurs ou supérieurs

à la moitié de la période; ou si ces deux rayons, sans s'éteindre complè-

tement, perdaient périodiqueuient une partie de leur éclat. Alors la distance,

au bout de laquelle se reproduiraient les mêmes phénomènes, serait tou-

jours celle que nous venons de calculer. Alors aussi, vue de certains points,

l'étoile à certaines époques paraîtrait colorée, tandis que, pour des obser-
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valeurs placés en d'autres points, elle se montrerait toujours blanche lors-

qu'elle ne serait pas invisible. Seulement, clans la nouvelle hypothèse, les

deux couleurs pourraient être mêlées de blanc, et les intervalles de temps,

pendant lesquels l'étoile paraîtrait blanche ou colorée, seraient plus longs

ou plus courts que dans la première supposition.

On arriverait toujours à des conclusions du même genre, si la lumière

blanche de l'étoile résultait de la superposition de plus de deux rayons

simplesj et, dans ce cas encore, comme dans les hypothèses ci-dessus ad-

mises, l'étoile, vue de loin, devrait le plus ordinairement paraître colorée.

Il y a plus , il faudrait alors supposer remplies certaines conditions parti-

culières, pour qu'à de très grandes distances les phénomènes observés

dans le voisinage de l'étoile parvinssent à se reproduire exactement.

Admettons, pour fixer les idées, que la lumière blanche de l'étoile résulte

de la superposition de trois rayons qui se propagent avec des vitesses

représentées par

a, a,, a,^;

soit toujours 26 la durée de la période, et posons

(3)
n, , I
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observateur placé loin de rétoile, celle-ci ne pourra demeurer constam-

ment blanche tant qu'elle sera visible.

En résumé , si dans le vide les vitesses de propagation de rayons diver-

sement colorés ne sont pas rigoureusement égales, un changement pé-

riodique de clarté dans une étoile suffira pour occasionner à de grandes

distances des changements de couleur. Or, parmi les astres dont la clarté

varie périodiquement, on doit surtout distinguer Algol ou /3 de Persée

,

dont l'éclat ordinaire, étant celui d'une étode de deuxième grandeur,

reste tel pendant 2J 14^, puis décroît soudain, de telle sorte qu'au bout

d'environ 3^^, l'étoile se trouve réduite à la quatrièmegrandeur, salumiere

ayant alors perdu plus de la moitié de son intensité. Alors aussi l'étoile

recommence à croître, pour reprendre au bout de 3^^ son éclat habituel,

l'étendue entière de sa période étant d'environ i^ 20^ 48°^. Cela posé,

concevons que l'on observe attentivement la couleur d'Algol, tandis que

son éclat diminue. Si l'interNalle de temps, renfermé entre les deux instants

qui nous laissent apercevoir des rayons rouges et violets partis simulta-

nément de l'étoile, s'élevait seulement à un quart d'heure, elle changerait

de couleur d'une manière assez notable pour que le changement put être

remarqué. En effet, puisque l'astre aura perdu plus de la moitié de sa lu-

mière en 3**^, la perte moyenne de lumière en un quart d'heure sur-

passera le rapport )^ ou -^^ : et il n'est pas douteux que cette perte,

subie, dans l'hypothèse admise, par un seul des deux rayons rouges et

violets, occasionnât une variation appréciable dans la couleur. Toutefois

cette variation est demeurée insensible dans les expériences entreprises

par M. Arago pour la constater. Cherchons maintenant ce que l'on peut

en conclure relativement à l'intervalle qui sépare deux molécules voisines

du fluide éthéré.

Vu la distance considérable qui sépare de la terre les étoiles les plus

rapprochées, distance que la lumière ne peut franchir en moins de trois

ou quatre années, un quart d'heure n'équivaut pas, comme on l'a déjà

dit, à la cent-millième partie du temps que la lumière emploie pour

venir d'Algol jusqu'à nous. Donc, en admettant que deux rayons, l'un rouge,

l'autre violet, partis simultanément de cette étoile, se suivent d'assez près

pour que l'un ne soit pas d'un quart d'heure en retard sur l'autre, nous

admettons par cela même, non-seulement que le rapport entre les vitesses

de propagation de ces deux rayons diffère très peu de l'unité, mais encore

que la différence est au-dessous d'un cent-millième. Cela posé, si l'on adopte
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comme rigoureuse, pour l'éther considéré isolément, la loi de répulsion

précédemment énoncée , c'est-à-dire si l'on suppose que l'action mutuelle

de deux molécules d'éther soit répulsive et réciproquement proportion-

nelle au bicarré de la distance, la formule (27) du § Il fournira le moyen
de calculer une limite supérieure à l'intervalle qui sépare deux molécules

voisines du fluide éthéré. En effet, désignons par

1 1 • T T

les longueurs d'ondulation et les durées des vibrations moléculaires dans

les rayons rouges et violets; et par

a, n^,

les vitesses de propagation de ces rayons dans le vide. Les rapports entre

les durées T, T', et l'intervalle de temps qui résulte de la division d'une

seconde sexagésimale en mille millions de millions de parties égales, se-

ront représentés à très peu près par les nombres

2 et 1,36,

en sorte qu'on aura sensiblement *

Cela posé, la formule (27) du § II donnera, pour le rapport entre la dis-

tance g de deux molécules d'éther voisines et la longueur 1,

,_, ,r<iiz:)(i-r

ou à très peu près, puisque -^ diffère très peu de l'unité,

Pour que la valeur de 6 reste réelle, on devra évidemment, dans la for-
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mule (4), supposer le rapport

supérieur à l'unité. Si d'ailleurs on suppose la différence entre ce rapport

et l'unité réduite à un cent-millième, alors de l'équation (4), jointe à la

formule

(5)
- .^'=--^ '

i2 looooo'

on conclura

(6) ï= T^ôVCS = *''°"'^---

En vertu de cette dernière formule, g serait environ cinq millièmes ou—
^ 200

de la longueur d'ondulation des rayons rouges , c'est-à-dire environ 3 mil-

lionièmes de millimètre. On voit ainsi quelle est la petitesse de la limite

supérieure à la distance qui sépare deux molécules voisines d'éther, lors-

qu'en adoptant la loi d'une répulsion réciproquement proportionnelle au

bicarré de la distance, on part de ce fait, que l'observation d'Algol ne

fournit point de traces de la dispersion des couleurs dans le vide.

Il est bon de remarquer qu'en vertu de la formule (5) , la vitesse de

propagation des rayons violets surpasserait celle des rayons rouges , en

sorte que les rayons qui se propagent plus rapidement dans les corps , se

propageraient au contraire avec plus de lenteur dans le vide.



MÉMOIRE

L'INTEGRATION

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Le nombre des équations différentielles que l'on peut intégrer en

termes finis étant très peu considérable, on a depuis long-temps essayé

de substituer, pour de semblables équations, l'intégration par série à l'in-

tégration directe. Ainsi, par exemple, étant donnée une équation diffé-

rentielle du premier ordre entre œ et j- considéré comme fonction de ^,

avec la valeur particulière jTo de la fonction j-, correspondante à la va-

leur particulière Xo de la variable x, on a supposé la fonction j déve-

loppée par la formule de Maclaurin, en une série ordonnée suivant

les puissances ascendantes et entières de la variable ûc, et, comme
on pouvait facilement déterminer les coefficients des diverses puis-

sances de jc dans cette série , en les déduisant des valeurs connues

des quantités jCq-, Jo-, à l'aide de l'équation donnée et de ses dérivées des

divers ordres, et en laissant d'ailleurs arbitraire la constante j-q^ on en a

conclu que toute équation différentielle du premier ordre entre œ et j
admettait une intégrale générale, et que cette intégrale se trouvait repré-

sentée par la série de Maclaurin, c'est-à-dire par la somme de cette série,

les coefficients étant déterminés, comme on vient de l'expliquer, en fonc-

tion de Xq et de la constante arbitraire jo- Toutefois, les considérations

précédentes ne donnaient nulle certitude que l'on eût effectivement inté-

(*) Ce Mémoire, déjà lithographie en i835, n'a été tiré la première fois qu'à un

petit nombre d'exemplaires ; c'est ce qui nous engage à la reproduire ici tel qu'il a été

rédigé à cette époque.
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gré réquaiion proposée , ni même que cette équation admît une intégrale.

Car, d'une part, rien ne prouvait que la série obtenue fût convergente,

et l'on sait que les séries divergentes n'ont pas de sommes; d'autre part,

une série même convergente, qui provient du développement d'une fonc-

tion effectué à l'aide de la formule de Maclaurin, ne représente pas tou-

jours la fonction dont il s'agit. Ainsi, en particulier, si l'on applique la

formule de Maclaurin à la fonction
I

on obtiendra pour développement la série convergente

x^ , x^ x^ ^

X 4- etc . . .

,

.1 ' 1 .2 I .2.3 '

qui représente, non la fonction donnée, mais seulement son premier

terme. L'intégration par série des équations différentielles était donc il-

lusoire, tant qu'on ne fournissait aucun moyen de s'assurer que les séries

obtenues étaient convergentes, et que leurs sommes étaient des fonctions

propres à vérifier les équations proposées; en sorte qu'il fallait néces-

sairement ou trouver un tel moyen, ou chercher une autre méthode à

l'aide de laquelle on pût établir généralement l'existence de fonctions

propres à vérifier les équations différentielles , et calculer des valeurs

indéfiniment approchées de ces mêmes fonctions. La première et peut-être

jusqu'à présent la seule méthode qui remplisse ce double but, pour un
système quelconque d'équations différentielles, me paraît être celle que

j'ai publiée dans mes Leçons de seconde année pour VÉcole rojale PoLj-

technique. Suivant cette méthode, étant donnée, pour x= jTo» ^^ va-

leur Jq de la fonction j déterminée par une équation différentielle de la

forme

(i) dx z=. f{x^ j)dx ^

si la supposition

X = Xq
,

jr = Jq ,

ne rend infinie aucune des deux fonctions

alors, pour calculer approximativement une autre valeur Y de j-, cor-
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respondante à une autre valeur X de x , on interposera entre les limites

Xq , X,

une série croissante ou décroissante de nouvelles valeurs de x, puis on

leur fera correspondre une série de nouvelles valeurs de y tellement cal-

culées que, deux valeurs consécutives de x étant représentées par

et les valeurs correspondantes de y par

Ton ait généralement

(3) àj =f{x, jr)àX.

On démontre que la dernière des valeurs de j- ainsi calculées, ou celle qui

correspond à la valeur X de jr, converge, lorsqu'on fait décroître indéfi-

niment les valeurs numériques de Ax , vers une limite fixe qui est fonc-

tion continue de j'q et de X, pourvu toutefois que la valeur numérique

de la différence

X — Xq

ne devienne pas trop considérable, et supérieure à celle qu'une certaine

condition détermine. Cela posé, en nommant

#(X)

la limite dont il s'agit, on prouvera aisément que la fonction

(4) I = H^)

a la double propriété de vérifier l'équation (i), et de se réduire à j-^ pour

x= Xo' Il y a plus, on déterminera sans peine les limites des erreurs

que l'on peut commettre en prenant pour ^(X) la dernière des valeurs

de j calculées à l'aide de la formule (3) , dans le cas où chacune des

valeurs de Ax est inférieure, abstraction faite du signe, à un très petit

nombre donné S",

Si l'on désigne par

A, C,

deux nombres respectivement supérieurs aux valeurs numériques des

fonctions (2); si de plus on désigne par

a

une quantité positive ou négative, choisie de telle manière que, pour des

Ex. d'Jn. et de Ph, Math. 44
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valeurs de x renfermées entre les limites

et pour des valeurs de j" renfermées entre les limites

les fonctions (2) restent continues par rapport aux variables ^, j^, et

renfermées , la première entre les limites

— A, -f. A, -

la seconde entre les limites

— C, 4- C;

la condition ci-dessus mentionnée, et à laquelle devra satisfaire la diffé-

rence X —'Xq, sera que cette différence demeure comprise entre les

limites o, a, ou, en d'autres termes, que la valeur X de ^ demeure elle-

même comprise entre les limites

Alors, si l'on nomme H la valeur numérique de X — ûc^, et dt) la plus

grande valeur numérique que puisse recevoir la quantité

/(^ dzGcT, j±0Aj^)~/(x, j),

tandis que l'on fait varier fl et entre les limites o , a; œ et xdzQj" entre

les limites Xo, Xo+a; enfin j et jiBAcT entre les limites j-o,jo=fc=Aa;

l'erreur que l'on commettra, en supposant chacune des valeurs numéri-

ques de t^x inférieure à cT, et prenant pour #(X) la dernière des valeurs

de y calculées à l'aide de la formule (3) , sera plus petite que le produit

(5) He'"®,

e désignant la base des logarithmes népériens. Ajoutons que, si, pour toutes

les valeurs de x, j^ comprises entre les limites

Xo, Xo -ha-, Jo — Art, jo + Aa,
la fonction

(^)
—

dT-^

reste finie, continue, et inférieure abstraction faite du signe, au nombre

B,

le facteur (D ne pourra surpasser le produit

(7)
(B + ACjJ^.

La valeur de jr que la formule (4) détermine étant fonction continue.
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non-seulement de la variable .r, mais encore de la constante ^o? devient,

lorsque cette constante est considérée comme arbitraire, ce qu'on appelle

rintégraie générale de l'équation (i). La méthode précédente fournit donc

le moyen non-seulement d'établir l'existence de l'intégrale générale d'une

équation différentielle du premier ordre, mais encore de calculer, avec tel

degré d'approximation qu'on le désire, la valeur Y de j correspondante

à une valeur donnée X de la variable x, en supposant déjà connue une

première valeur Xq de x. Ce calcul s'étend même à des valeurs de X non

renfermées entre les limites

Xq^ Xq "T" ^•

Car, après avoir déduit de la première valeur de j- représentée parj-Q,

une seconde valeur Y, on peut de celle-ci en déduire une troisième, et

continuer de la sorte, jusqu'à ce que la valeur dej^- devienne infiniment

grande ou rende infinie l'une des fonctions (2).

La méthode que je viens de rappeler se trouve rigoureusement établie,

et rendue plus sensible par des exemples numériques dans les Leçons déjà

citées. J'ai montré dans les mêmes Leçons comment on pouvait étendre

cette méthode à l'intégration d'équations différentielles simultanées du

premier ordre, quel que fût le nombre des variables, et comment on

pouvait obtenir, non-seulement les intégrales générales et particulières de

ces équations, mais encore leurs intégrales singulières. On sait d'ailleurs

que l'intégration d'équations différentielles d'un ordre quelconque peut

toujours être ramenée à l'intégration d'équations différentielles simultanées

du premier ordre.

§ II.

Les avantages qu'offre la méthode ci-dessus rappelée se retrouvent avec

d'autres encore dans celle que je vais maintenant exposer.

Le beau Mémoire où M. Hamilton a fait dépendre l'intégration des

équations différentielles que l'on rencontre en dynamique, de la détermi-

nation d'une seule fonction, représentée par une intégrale définie qui

satisfait à deux équations du second ordre aux différences partielles, a

reporté mes idées vers un point qui m'avait paru depuis long-temps digne

d'être examiné avec une attention particulière. J'avais pensé qu'il y aurait

peut-être quelque avantage à réduire l'intégration d'un système d'équations

différentielles à l'intégration d'une seule équation aux différences par-

tielles du premier ordre. Or cette réduction peut toujours être facilement

effectuée, comme on va le voir.

44-
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Soient a:, j^ z ,... des fonctions inconnues de la variable t^ déterminées

par des équations différentielles du premier ordre , en vertu desquelles les

différentielles

dx^ dj'j dzy... , dt,

des variables

^1 J'> ^> î ^ »

soient respectivement proportionnelles à des fonctions connues

^ , d i 5û , . . , , s
,

de ces mêmes variables. Les équations différentielles dont il s'agit seront

comprises dans la formule

.V dx djr dz dl

el se réduiront aux suivantes

(2) dûc z= —dt, dj =: ^ dt, dz = g^^}"

qui ne perdront rien de leur généralité, si Ton fait disparaître le dénomi-

nateur S, en prenant simplement ^ = 1. Or supposer que les équations (2)

sont intégrables, c'est admettre que x, j, jz,..., t, peuvent varier simul-

tanément de manière à les vérifier. Dans cette hypothèse, x,j-, z,... variant

avec ^, si ^ prend une nouvelle valeur t, x
^ j, z recevront des valeurs

correspondantes ^, », Ç,.- c[ui ne pourront dépendre que de r, et des

valeurs primitivement attribuées à x, j-, 2,..., t: par conséquent 0, », Ç,...

seront des fonctions de x, j^ z,...^ t et r, qui se réduiront, pour r=tt,
à x^j^ 2,..., en sorte qu'on aura

(3) g=(p(^,jr,z,..., ^, t), >i=:%(jc,jr,2,...,^,r), Ç'=4(^,jr, z,...,jç,t),...,

les lettres caractéristiques (p, %, 4,... désignant des fonctions détermi-

nées qui vérifieront les conditions

(4) <p(x,j,z,...,t,t,)=zx, x(x,j,z,...,t, t)=y, '^{x,j,z,...,t,t)z=Zy..

Les équations (2) ne sont censées intégrées généralement qu'autant que l'on

est parvenu à exprimer ^, », Ç,... en fonction de r, par des équations de

la forme (3), quelles que soient d'ailleurs les valeurs primitivement attri-

buées à
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Alors les équations (3) , ou des équations équivalentes, c'est-à-dire pro-

pres à fournir les mêmes valeurs de

sont ce qu'on appelle les intégrales générales des équations différentielles

données. A l'aide de ces intégrales, on peut déterminer, pour une valeur

r

de la variable indépendante renfermée dans les équations (2), les valeurs

correspondantes ^, », f ,.•• ^^s variables dépendantes que contiennent les

mêmes équations, quand on connaît un autre système de valeurs oc^j, z,...

de ces dernières variables correspondant à une autre valeur t de la première;

et comme, en partant des valeurs ^, /i, ^,... qui correspondent à la va-

leur T de la variable indépendante, on devrait retrouver, pour la valeur t

de cette variable, les valeurs des variables dépendantes représentées par

^, j-, z,..., il est clair que les équations (3) continueront de subsister, si

l'on y échange entre eux les deux systèmes de valeurs des variables dé-

pendantes et indépendantes , représentés par

Donc les intégrales générales des équations (2) pourront encore se pro-

duire sous la forme

(5) jr= (p(^,»,Ç,..., r, ^), 7=%(Ç,»,?'v-,'r, 0, 2= 4(Ç, », Ç,...,t, j{),...

D'ailleurs les formules (4), étant identiques pour des valeurs quelconques

de Xj j- ^ z,. , ., t, entraîneront les suivantes

(6) (p(Ç,»,Ç,...,T,T)=g, ;<:($,»,Cv.,T,T)=»,4.(g, »,f,..., T,T)=rv,

en sorte que les valeurs de a:, y^z,. . . fournies par les équations (5), se

réduiront, comme on devait s'y attendre, à ^, », Ç,... quand on supposera

i = T.

Lorsqu'on attribue à t une valeur constante

,

deviennent, dans les intégrales générales (3) ou (5), d'autres constantes

que l'on peut choisir arbitrairement, et que l'on nomme pour cette raison
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constantes arbitraires. Si l'on fait d'ailleurs, pour abréger,

(7) (p(x,r^z,...,t,r)=X, x(^,jr,z,..., ^t)=:Y, 4(x,j,2;,...,f,T) = Z,...,

les équations (3) deviendront

(8) ^ = X, ^ = Y, f = Z,..,

X, Y, Z,... étant des fonctions de x, j*, z,..., ^, qui se réduiront, la pre-

mière k X , la deuxième à j, la troisième à z,... pour < = r, et qui ne

renfermeront aucune des constantes arbitraires Ç,>i, Ç,.... Enfin si l'on

désigne par

(9) " —f(^, J^^V")

une fonction déterminée des seules variables x, j, z,.. , et par

(.0) "=/(?,>.,?,...).

(i.) U =/(X,Y, z,..),

ce que devient la fonction u quand on y remplace les variables x, j, z,..,

i'' parles constantes arbitraires ^, », Ç,...; 2** par les fonctions X, Y, Z,...;

u,

ainsi que X, Y, Z,..., dépendra uniquement des quantités

et se réduira, pour t^=. r, à la nouvelle constante arbitraire désignée par u.

De plus les intégrales générales des équations (2), ou les formules (8) en-

traîneront évidemment la suivante

(.2) /(^, ., Ç,...)=/(X, Y, z,..)

OU

(i3) u = U,

qui sera une nouvelle intégrale générale et comprendra comme cas parti-

culiers les formules (8), avec lesquelles on la ferait coïncider en posant

successivement

/{x, j, z,...)=x, /(.r, j, z,...)=j, f{x, jr, Zy..)=.z, etc.

Concevons maintenant que,

U
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désignant une fonction quelconque des quantités

œ, j, 2,..., t et T,

mais une fonction qui ne renferme aucune des constantes arbitraires

il s'agisse de savoir si les équations (2) admettent une intégrale générale

de la forme

(i4) U = constante.

Gela revient à savoir si les valeurs de ûc , j^ 2;,..., tirées des équations (5)

ou (8) , réduisent U à une fonction de ^ ou à une constante arbitraire. Or

la différentielle de cette fonction ou de cette constante sera , eu égard aux

équations (2), ce que devient l'expression

quand on y substitue pour^r, j^ z,... leurs valeurs tirées des équations

(5) ou (8). Donc ces valeurs vérifieront ou non, quel que soit/, la formule

suivant que les équations différentielles proposées admettront ou non une

intégrale générale de la forme (14). D'ailleurs, si la formule (16) n'était

pas identique , elle établirait entre les seules quantités renfermées dans les

fonctions

X, ^, 20,..., S, U,
.

c'est-à-dire, entre les quantités

X, 7, z,..., ^ et T,

une relation qui devrait être une conséquence nécessaire des équations (8).

Or cette dernière hypothèse ne saurait être admise; car on vérifie les

équations (8) par des valeurs de x, j", js,..., / et t , arbitrairement choi-

sies , et par des valeurs de

?, », fv
déduites, à l'aide de ces mêmes équations, des valeurs attribuées à

X, jr, 2;,..., t, et T.
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La formule (i6) ne peut donc être qu'une équation identique, exprimant

que

(.7) ^ = u

est une intégrale particulière de l'équation aux différences partielles

Ajoutons que, si l'on nomme v la valeur particulière que prend la fonc-

tion U quand on y pose

celle des intégrales générales des équations (2), qui sera de la forme (i4)j

se réduira nécessairement à

('9) U = v.

Alors aussi la formule

(20) ^ = U — y

sera, en même temps que la formule (17), une intégrale particulière de

l'équation (18). En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante.

T®'* Théorème. Les équations (2) étant supposées généralement inté-

grables, et U désignant une fonction qui ne renferme que les seules

variables

OU ces variables avec une valeur particulière r de la variable t; pour savoir

si les équations (2) admettent ou n'admettent pas une intégrale générale

de la forme (19), il suffira d'examiner si la formule (17) ou (20) fournit

ou non une intégrale particulière de l'équation (18).

Cela posé veut-on obtenir celle des intégrales générales qui serait de la

forme (19), y désignant une constante arbitraire, et U une fonction des

variables x, j, 2;,. . . , ^, qui aurait la propriété de se réduire pour une

valeur particulière r de la variable t, à une fonction donnée de jc, j, Zy.,,

savoir à
*

u = f{x, jr, z,...);

il suffira d'égaler à zéro la valeur de s qui a la double propriété de repré-
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senter «ne intégrale de l'équation (iB), et de se réduire à

u — XJ

pour t=.r\ ou bien encore, il suffira d'égaler à i» celle des intégrales de

l'équation (i8) qui a la propriété de se réduire à w, pour ^= r.

Si, pour fixer les idées, on veut obtenir les intégrales générales des

équations (2) sous la forme (8), de sorte qu'étant donné un système de

valeurs des variables

ces intégrales fournissent immédiatement les nouvelles valeurs

que prennent les variables dépendantes pour une nouvelle valeur

T

de la variable indépendante, il suffira de chercher les diverses intégrales

particulières de l'équation (18), qui ont la propriété de se réduire, pour

^=T, à l'une des variables

Si l'on désigne par

(21) ^ = X, j = Y, j" = Z, etc.,

ces intégrales particulières dans lesquelles X, Y, Z,... ne peuvent renfer-

mer que les seules quantités

X, j, z,. . . , « et T,

on vérifiera encore l'équation (18), en attribuant à s l'une des valeurs

(22) ^ = X — f, ^ = Y — >l, ^ = Z — Ç,...;

et, en égalant à zéro ces dernières valeurs de vV, on obtiendra sous la

forme (8) les intégrales générales des équations (2).

Jusqu'à présent nous avons supposé, sans le démontrer, que les équa-

tions (2) étaient généralement intégrables. Mais, sans admettre à priori

cette supposition, on peut faire voir que l'intégration générale de l'équa-

tion (18) entraîne l'intégration générale des équations (2), et même que,

pour obtenir les intégrales générales de ces dernières équations, il suffit

d'égaler à des constantes arbitraires

les valeurs

X,Y, z,...

Ex. d'An, et de Ph. M. 4^
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(îe w, qui ont la double propriété de vérifier l'équation (i8), et de se

réduire à x, y^ 2,... pour ^=t. Effectivement on obtiendra de cette

manière les équations (8), en vertu desquelles

seront des fonctions de t qui se réduiront respectivement à

pour ^= T. Or, en faisant varier x
^ j^ 2;,... avec «, en observant d'ailleurs

que X est une intégrale particulière de l'équation (18), et vérifie en con-

séquence la formule

JX , ^ ^X , ^ JX , ^ fl?X ,

on tirera de la première des équations (8)

ir"^ 1^ 11"^ ij dt
'^ dz dt

'^— ^'

puis, en éliminant de cette dernière

dX
dt '

à l'aide de la formule (23) , et opérant de la même manière pour chacune
des équations (8)5 on trouvera

dX. fdx^^\ _, ^X /(fy ^\ dX /dz %\
dx \dt '^)'^^r\J[t— ^)'^~d^ \Tt~éJ'^-"'=^'
dY^ f^_^\ . ^ /é: ?'\ _i_

^Y /djz %\

(24) ( dx\dt s;"^ jy Uf""ê;"^ jjVj~ëy+---=^'

dx \dt ^J'^ dy \dt ëJ'^lh \J?""ê/+*--= ^'

etc.

Supposons maintenant que l'on combine entre elles par voie d'addition

les formules (24) , après les avoir multipliées par des facteurs choisis de
manière que toutes les différences

dx ^ dj ^ dz %
dt % ' 'dt i ' ^ "^

1 ' •
•

se trouvent éUmmées à l'exception d'une seule. On substituera ainsi aux
équations (24) d'autres équations de la forme

w K§-i)=«. '^(1-1)=». "(5-1)=»
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la valeur cle R étant

, ^. ^ dX. dY dZ dK dY dZ
^^^) ^= -d^ d^ di -'-^dy d^ ^••• + ^*^-

et, comme la fonction de x, j; 2,..., t, représentée ici par K, ne saurait

être généralement nulle, puisqu'elle se réduit à l'unité, ainsi que

^X dY dZ
dx^ dj-' ~dz'"'

pour t= r, les formules (25) entraîneront les équations (2). Donc celles-

ci auront pour intégrales générales les équations (8), et Ton peut énoncer

la proposition suivante.

2* Théorème. L'intégration de l'équation (18) entraîne celle des équa-

tions (2); et, pour obtenir les intégrales générales de ces dernières, il

suffit d'égaler à des constantes arbitraires ^, », Ç,... les intégrales parti-

culières

i" = X, s = Y, s z=z Z,...

de l'équation (18), qui ont la propriété de se réduire respectivement à

X
f jj Zy.. pour t-=zT.

Les intégrales générales des équations (2) étant obtenues comme on

vient de le dire, et représentées par les formules (8), la formule (19J,

dans laquelle

U = /(X, Y, Z,...)

désigne une fonction quelconque de X, Y, Z,..., représentera une nou-

velle intégrale générale des équations (2); et, pour obtenir cette nouvelle

intégrale, il suffira [voyez le i^' théorème] d'égaler à une constante

arbitraire v celle des intégrales particulières de l'équation (18) qui a la

propriété de se réduire à

u = f{x, j, z,...)

pour i= r. Ajoutons que, si l'on se sert du signe caractéristique

V

pour indiquer un système d'opérations effectuées sur une fonction quel-

conque ^ de .r, jr, Zy.. , ^, et définies par la formule

/ X T7
r '

f5^ ds ^ ds % ds ^ N ,

on tirera de l'équation {i(j)^ intégrée par rapport à /, et à partir de ^=r,

(28) U — /^ -. VU == o,

45..
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OU. ce qui revient au même,

(;,9)
U = « + VU.

Si dans le second membre de l'équation (29) on substitue une ou plusieurs

fois de suite à la fonction U sa valeur tirée de cette équation même, alors,

en écrivant pour abréger

VU, V^U, etc.,

au lieu de
VVU, VVVU, etc.,

on trouvera
U = M H- Vm + V^U
= w + Vw -f- V*w + V^U
= etc.;

et généralement

(3o) U = w + Vw+V«w+ V3m + ... + 7"-»^+ VU,

n étant un nombre entier quelconque. Si , dans l'équation (3o) , le terme

VU
décroit indéfiniment pour des valeurs croissantes de «, la série

^3i) w, Vm, Vw, V^w, etc.,

sera convergente , et cette équation donnera

(32) U= ^^^-V^^+V^^^ + V^M^-...;

par suite la formule (^9)? propï'e à représenter une intégrale générale

quelconque des équations (2) , deviendra

(33) « + Vî^+ Vw+ V^i^ + etc... = v\

et, comme, dans le cas où y désignerait non plus un système d'opérations

à effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité véritable, l'on

aurait

(34) , 4. V + V^ + V^+ ... = ^,
l'intégrale générale dont il s'agit pourra être présentée sous la forme

symbolique

V.(35) 7=^

D'ailleurs, comme on tire de l'équation (Ss)

yU= V(M+VM+ V*M+ ...)= ^" + ^*" + ^^"+-'- = U — w.
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•il est clair que la valeur de U fournie par cette équation vérifiera la for-

mule (283, par conséquent la formule (18), tant que la série (3i) sera

convergente. On peut donc énoncer encore le théorème suivant.

3^ Théorème. Tant que la série (3i) est convergente, la formule (33) ou

(35) est propre à représenter l'une quelconque des intégrales générales

des équations (2).

Si l'on pose, pour abréger,

Téquation (27) donnera

(37) V^ = — r Us.dt.

Lorsque ^,, ^, j^,... ^ ne renferment pas explicitement la variable indé-

pendante t, mais seulement les variables dépendantes ^, jTi ^v? alors,

en substituant à s, dans l'équation (37), la fonction u qui ne renferme

pas non plus la variable t, on tire successivement de cette équation

Vw = — / Qu.dt= — Du I
dt=:(r— t) qu,

V*u = — f\r^t) n*u.dt = — n*w r (T — t)dt= ^'"^ ^^'

a' u ,J T J T 1.2

etc.,

et généralement

(38) V"^^ = ^'""'^"
DV^.

^ ^ 1 .2. . . /z

En vertu de cette dernière formule, l'équation (33) deviendra

(39) u +'^ Uu + ^-^^^' U'u+ ...z=u;

et comme, dans le cas où D représenterait non plus un système d'opéra-

tions à effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité véritable,

l'on aurait

(40) I + _-n + i__z *+... =,e

l'équation (39) pourra encore être présentée sous la forme symbolique

(40 e(^-'^n« = ..

Ainsi le 3^ théorème entraîne le suivant :
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4" Théorème. Lorsque les fonctions

ne renferaient pas explicitement la variable indépendante ^, l'équation (39)

ou(4i) est propre à représenter l'une quelconque des intégrales générales

des équations (2), tant que la série

(42) u, ^^Dw, ^^-n*Wv-

est convergente.

Si des formules (35) ou (4i) on veut déduire les intégrales générales

des équations (2) présentées sous la forme (8) , ou , en d'autres termes, les

valeurs des quantités ^, >), Cv qui sont ce que deviennent x^j^z,...

considérées comme fonctions de la variable indépendante t
, quand cette

variable indépendante reçoit une nouvelle valeur t , il suffira de poser

successivement dans la formule (35) ou (4i)

u •=. X ^ u = ^,
puis

u = y, y =: »,

puis

etc.

En conséquence les intégrales générales des équations (2), étant réduites

à la forme (8) , seront représentées dans tous les cas par les formules

(43) ? = -^, ^
^ y /

v' "
"~ i-v'-'

et, dans le cas où X, ^, îé,..., S, ne renfermeraient pas explicitement la

variable t
,
par les formules

(44) g= e(^-^^Dx, y^ = e^^-'^^y. Ç= e(--'^°^,...

Si, pour fixer les idées, on suppose que les équations (2) se rédui-

sent à

(45) dx = xdt^ y :==: ydt^ dz = zdt^..,^

en sorte qu'on ait
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oïl tirera de la formule (36), en y remplaçant s par u, >

f /a\ ^ ^"
I

du
, du ,

(4^) ""Tx-^ rTj-^ ''Tz^ ... =n«.

Si d'ailleurs on prend pour u une fonction homogène du premier deijré

en X, j^ Zy.., on aura identiquement

du
, du ^ du ,

par conséquent l'équation (46) donnera

nu == w,

et l'on pourra poser simplement n= i dans les formules (4j), (44), qui
deviendront respectivement

V =z lie
T -~t(47)

(48) = xe''-\ » ==jre"-S f = ze"-%...

Telles sont en effet les intégrales générales des équations (45), intégrales

qu'on peut encore écrire comme il suit

(49) oc = ^e'-\ j = y^e'~\ z = ^e
t—r

et dans lesquelles f , y], Ç,... peuvent être considérées comme représen-
tant les constantes arbitraires introduites par l'intégration.

Lorsqu'on remplace s par u dans la formule (36), on en tire

/t:^\ X du
.

'^ du , % du ,

Si ^, J, 5^,. . ., s, ne renferment pas explicitement la variable t, alors,
en désignant par k une quantité constante, et choisissant la fonction L
de manière à vérifier l'équation

,r \ X> du ïï du ^ du

on aura identiquement

et la formule (4i), réduite à
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OU, ce qui revient au même, à

(53) u= ue^^'-^\

sera propre à représenter une intégrale générale des équations (2).

Pour montrer une application des formules (5i) et (53), supposons que

les équations (2) soient de la forme

Sdxz=z(a^x •{'b^J '\'C^Z'\'..,)dt

^

dj= [a^x + h^y + c^z +...)dt
,

dz = {a^x + h^y + c^z +...) dt,

etc.

,

a,, ^,, c,,. . ., a,, ^a,Ca,. . ., «3) ^3? ^3» , etc.,. . . étant des quantités

constantes. L'équation (5i) deviendra

(55) <;
J;+ {a^x •+- bsj + C3Z + .-.) £

+ etc..

.

•z=.ku'^

et on la vérifiera en posant

(56) u =: 7kx + fXJ + vz,.,. ,

pourvu que A, /ul, j^,... désignent des facteurs constants propres à rem-

plir les conditions

ia^A
-|- a^fJt. + rtsj/ + ... = Aa,

b,X + b^fM + b^v + ... = Â:^,

c,A -f- c^fj. + c^v + ... = Â:j;,

etc . . .

,

ou ^

(a, — ^) ^ + '^ay^ + ^3" -<-•..= o,

,^^ , ^.A + (^, — Â:)/^ ^ ^aJ' 4-...= o,
^^^^ ^ c.A + c,At -H (cs — /^)i^ +...= 0,

etc.,

desquelles on déduit, par l'élimination de A, yw, y,... l'équation

(59) (a.— A:) (^, — k) {c, — k) ... — aj?, [c, — A:) ... + ...= o.
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qui renferme la seule inconnue A , et dont le degré est égal au nombre des

variables x, j*, jz,.-- I^es diverses racines de l'équation (Sg) fourniront le

système des intégrales générales dr-s équations (54), et ces intégrales gé-

nérales se trouveront toutes comprises dans la formule (53), ou

(6o) A^ -H //jr -f- vz + ... = (Ag+ A^>i 4- vr + ...) e^ (—0.

Si aux équations (54) on substitue les suivantes

/ dx == [a.x + b,f -I- c,z + ... + f, {t)]dt,

f^ \ )
-^^^ = f''^'^ + ^-^ '^ ""^^ ^" - "^ ^>'^)]^^'

C^'^ \ dz = [as^r + b,j + ^33 + ... + ^.mdt,
\ etc.

,

f, (^), f, (^), f3(^),.- étant des fonctions quelconques de la variable ^;

alors, en supposant toujours la fonction u déterminée parla formule (56),

choisissant les quantités

A, ^, y,.-.-, k^

de manière à vérifier les conditions (58) , (59) , et faisant
,
pour abréger,

(62) ^f.(0 + /tf.(0 4- v^,{t) + ... = f(0,

on tirera des formules (36), (37),

Uu := ku -{- f(<),

par conséquent

Vw = — f'nu.dt=k(r— t)u'^f'^t)dt,

Vm = — f";^(r— <)n«.t/f=:
^'^"~''-«— f'k{r— t)f{t)dt,

etc.

Donc l'équation (33) donnera

ou, ce qui revient au même

k{T—t) p t k(T— t)

Ex. d'An, et de Ph. Malh. 4^

(64) u =«e ' '

—f^ e '
' f(t)dt.
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La formule (64) peut encore s'écrire comme il suit

—ht —kr p t -kt ^, . , .

(65) «e — ve = j e t{t)dt,

et donne, quand on y transporte les valeurs de u et de f(^), tirées des

équations (56) et (<^^),

(66) Aa:+/«tr+^z+.'.=(^Ç+.*^'?+v^+"-)^^^''^V^^' r e^\xîXt)-\-l^U{t)^Mt)-h--'] dt.

Les diverses équations que comprend la formule (66) , eu égard aux di-

verses valeurs qu'on peut attribuer à la constante k, présentent le système

des intégrales générales des équations (6i). Si, après avoir substitué, dans

la même formule, les valeurs des quantités A, /w, î',... ou plutôt de

leurs rapports exprimées en fonctions de A:, on suppose que deux, trois,...

racines de l'équation (Jg) deviennent égales entre elles; les deux, trois,...

équations correspondantes à ces racines coïncideront , et devront être rem-

placées, comme il est facile de le prouver, par l'une d'entre elles, jointe

à l'équation dérivée du premier ordre, ou aux deux équations dérivées du

premier et du second ordre,. . ., qu'on obtiendra en différentiant une ou
plusieurs fois de suite les deux membres de l'équation conservée par

rapport à la seule quantité k.

Pour montrer une dernière application de la formule (33), supposons

les équations (2) réduites à une seule qui soit du premier degré par rap-

port à X, ou de la forme

(67) dx = [{{t) + xY{t)]dt,

ï{t) F (^', étant deux fonctions quelconques de t. Alors la formule (27)

donnera

et par suite on tirera de la formule (33), en y posant u= x^

) _£'f(<)[^, — jy(t)dt+fy(t)jy(tdt.dt— etc. '^dt.

D'autre part, F(t) étant la dérivée de / ¥{t)dt, on aura
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/;F«/;F(o/;r(^w..rf..^= ^3 if;mdq,
etc.,

et par suite

1 —Ç ' PiOài-hj'^ii) j 'Fit)dt dt - etc. = i-J' V(/y/-firJ F(Ot/fJ— elc.

Donc la formule (68), qui représente l'intégrale générale de l'équation (67),

pourra être réduite à

(69) g = xe ^ ^ —
f^

ï(t)e ^ ^
dt.

Dans les divers exemples que nous venons de passer en revue, la for-

mule (33) fournit, pour les équations différentielles proposées, les mêmes

intégrales qui étaient déjà connues, et auxquelles on avait été conduit par

diverses méthodes que nous nous dispenserons de rappeler.

Il est facile de prouver que la formule (Sp) ou (41) continuera de re-

présenter une intégrale générale des équations (2), si, u devenant une

fonction explicite de toutes les variables x, j% 2,. . ., ^, on détermine D«
non plus à l'aide de l'équation (5o), mais à l'aide de la suivante

(iu ^ du ^ du % du
C70) °"^7f+s s+i;5;+GS+ -'

pourvu toutefois que la série (42) reste convergente, et que l'on désigne

par t» la valeur de u correspondante aux valeurs

des variables

Xy J"^
2 , . . . , t.

Effectivement, si, dans cette dernière hypothèse, on pose

(7.) u = «+^-=-'n« + ^^°D'«+...,

comme on aura généralement

\__\ ,->... ,n J \ -y. . n i.2...(/2— i)
'

46..
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on en conclura

(72) DU = o,

ou , ce qui revient au même

d\] 3G ju
,

ir JU ,
& JU

,

Donc, dans l'hypothèse admise,

^ = U

sera une intégrale particuhère de Téquation (r8); et la formule (19), qui

coïncidera, en vertu de l'équation (71), avec la formule (Sg) ou (41),

sera [vojezle 1" théorème] une intégrale générale des équations (2). Au

reste on peut, dans la même hypothèse, déduire directement des équa-

tions (2) la formule {3g) ou (40' ^ l'aide de la formule de Taylor. Effec-

tivement, n étant une fonction quelconque de la variable indépendante t,

et des variables ûc
, j, z,... liées à t par les équations (2), on aura, en

vertu de ces équations jointes à la formule (70),

On trouvera de même
du = Uu.dt.

dn u = n'^u.dt
^

d\yu = n^u.dt,

etc.;

et l'on aura par suite

(7/1) du = Uudt, d^'u — n'^u.dt^, d^u = nhi.dt\ etc.

D'ailleurs, si l'on nomme v une nouvelle valeur de w, correspondante à

une nouvelle valeur r de la variable indépendante i, la formule de Taylor

donnera, pour les valeurs de la différence r— t qui permettront de dé-

velopper V en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et en-

tières de cette différence,

(75) '^= '^+^-^du+^^,d'u+ -^^,d'u+eic.

Or, en substituant dans l'équation (j5) les valeurs de

du, d*u, d^u, etc.,

tirées des formules (74)? on retrouvera précisément la formule (Sg).

Pour vérifier sur un exemple très simple la formule (Bg), dans le cas
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où l'on y suppose Ou déterminé par la formule (70), concevons que les

équations (2) se réduisent à

(76) dœ = jdt, dj-=^^dt, dz=:^^dt,.,,,
i II

on aura

r \ — ï /^^" ,
du

. du
, du

, \
(77) D" = l ('5r+ ^5ï^-^^+^^+-)'
et par conséquent

(78) DU = j,

lorsque u deviendra une fonction homogène du premier degré en Jc, j-,

J3,..., t. Mais alors, Dm étant une fonction homogène d'un degré nul, on

tirera de l'équation (77), en y remplaçant u parQw,

(79) n'w = o;

donc, par suite,

O^u = o, n^u = o, etc.

Cela posé, la formule [3g) donnera simplement

. T tu T
'

I t ^

ou, ce qui revient au même,

u i

y T
(80)

Si, dans cette dernière formule, on réduit successivement la fonction u
aux variables x, j-, z,..., il fiiudra en même temps attribuer à la cons-

tante arbitraire v l'une des valeurs ^, », Ç,..., et l'on obtiendra ainsi les

intégrales des équations (76) sous la forme

(80 - = -•? = - ^==-

On arriverait directement à ces dernières en intégrant les deux membres
de chacune des équations (76) présentées sous la forme

dx dt dj dt dz dt

On pourrait généraliser encore la formule (39), en y remplaçant la va-

riable indépendante t^ et la quantité t, par une fonction donnée /• des
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variables jc, /*, Zy,.,, t^ et par la valeur particulière /d de r correspondante

à ^=T. Effectivement, r et w étant deux fonctions quelconques de j:,

^, z,.-,^? l^s équations différentielles (2), qui se trouvent comprises

dans la formule (i), obligent

par conséquent aussi les fonctions

r et w,

à varier simultanément; et, si l'on nomme

'
p et u,

deux valeurs correspondantes de ces fonctions, i> sera ce que devient la

fonction u quand la variable r reçoit Taccroissement /d— r. Or, en admet-
tant que u soit développable par la formule de Taylor en une série or-

donnée suivant les puissances ascendantes de cet accroissement, on aura

(82) u:=U + t^^+ '^^ -^ + etc.,^ *

\ dr i .1 dr ^ '

d('^\

di^* dr
'••' "^^présentant les rapports entre les différentielles totales des

fonctions

du
,u, -^•, etc.,

et la différentielle totale de r. D'autre part, en se servant des notations

dr^ dr dr du du du

dx' dj''"' 11' di' <r'*"' Tl'

pour désigner les dérivées partielles de r et de «considérées comme fonc-

tions de

on aura identiquement

(83) Hr^%dx+''j-^dy^...+'idt, du='£d.r+p/j+...+±yc.



dr ^ dr dr

<ix ' c^J^ ' dz ^

du
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abréger

(89) u = M4-^'^nw+ ^^^—D'u-hetc,

comme on aura , en vertu de l'équation (85)

,

nr= I,

et par suite

L I . 2 . . . /i J i .^. . .n I . 2 ...(«— I )
'

on trouvera

(90) DU = o,

par conséquent

(90 ^^ + ^<7^ + ^^+---+^-^ = ^-

Donc
^ = U

sera une intégrale particulière de l'équation (18), et la formule (19), qui

coïncidera, en vertu de l'équation (89), avec la formule (86), sera [vojez

le i" théorème] une intégrale générale des équations (2). On peut donc

énoncer la proposition suivante.

5** Théorème. Tant que la série (88) est convergente, l'équation (86) est

propre à représenter une intégrale générale des équations (2).

La formule (86) , ainsi que la formule (33) ou (39), ne cesse pas de

représenter une intégrale générale des équations (2), lorsqu'on y change

entre eux les deux systèmes de quantités

X
, j^y z ,. . . , t

,

Quelquefois l'échange dont il s'agit reproduit précisément la même for-

mule. C'est ce qui arrive en particulier relativement aux équations (48),

(60), (66), (80), (81).

Il ne sera pas inutile d'indiquer ici une forme digne de remarque, sous

laquelle on peut offrir l'équation (33). Si, en supposant u fonction des

seules variables œ,j; s , . . . , et l'expression Qw définie par la formule (36),
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on nomme

ce que devient Uu lorsque, dans les quantités

cX , ^ , 3b , . . . ^ S

,

considérées comme fonctions de

"^
") J't ^y • '•) ^»

on remplace la seule variable i, par des nouvelles variables

on aura évidemment, en vertu des formules (36) et (87)

,

Vuz=z^ £'nudt = -^
J'

' n'udt' = -^ j'' '' ' ^'udt" =. exe,

v^uz= f'n' r' d'udt\dt' = r C n'd'ude^dt\

\'u =— f'o' fa" Ç" n"'udt'"dt"dt'—— 1" f ('"a'a"a"'udt"'dt"dt',

etc.
;

et par suite la formule (33) deviendra

(92) v= u— f Q'u di' ^ f Ç n'D"" dt'dt'^ f
' r f n'a'n"" dt'"di''di' -i- eic.

Lorsque les fonctions x^, ^, %,..., S ne renferment pas explicitement la

variable ^, on a

au = a'u = n"u = n'"u = etc.,

par conséquent

o'u = nu, a'n"u = nv/, n'n'Ww == nhi, etc
,

et de plus

<"> -f:--'?. /;/'""- '^. -xxr*-""
//^,' Cr-/)

2.3'"

Donc alors la formule (92) se trouve réduite, comme on devaits'y attendre,

à la formule (39).

Ex. d'An, el de Ph. M. ^7
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La formule (92) fournit le moyen d'écrire sous une forme très simple

les intégrales générales des équations différentielles qui représentent les

mouvements simultanés du soleil, des planètes et de leurs satellites.

Il est bon d'observer que, dans le cas où l'on considère seulement deux

variables ^ et if , et où l'équation (16) devient

dJJ , X d\]

la différentielle complète de la fonction U, savoir,

d\] =: -j- dt + --.— dx^

se réduit, quand on y substitue pour— sa valeur tirée de la formule (94)?

à un produit de la forme

(95) vidoc-'^dt),

la valeur de V étant

(96) V = ^.

Donc, la fonction U étant déterminée par l'une des formules (Sa) ou (89),

le facteur V = -r— sera propre à rendre intégrable le premier membre

d'une équation différentielle entre x et t^ présentée sous la forme

(97) dx —^dt^O.

Effectivement l'équation (94) > différentiée par rapport à x^ donne

et la formule (98) exprime la condition d'intégrabilité du produit (95).

Cette formule peut d'ailleurs être considérée comme une équation aux

différences partielles, propre à déterminer le facteur V en fonction des

variables x et t.

Si, à la place des équations (2) qui sont du premier ordre, l'on consi-

dérait une ou plusieurs équations différentielles d'ordres supérieurs, pour

réduire celles-ci à n'être plus que des équations différentielles du premier
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ordre, il suffirait de leur adjoindre quelques-unes des formules

(r,,.) ^- — V —-jc" ^— r' ^— r" "^'—z' ^—7'^ etc

c'est-à-dire de nouvelles équations différentielles, qui seraient elles-mêmes

du premier ordre dans le cas où l'on prendrait pour inconnues non-seule-

ment X
y

j-, z,... , mais encore quelques-unes des fonctions dérivées

X, jc ,..., j' y y ,.,., z ^z ,..., etc.

A l'aide de cet artifice, on déduira sans peine de la formule {pf^) l'inté-

grale générale sous forme finie d'une équation linéaire de l'ordre n à coef-

ficients constants avec un second membre variable, c'est-à-dire d'une

équation de la forme

§ m.

Il nous reste à faire voir comment on peut s'assurer généralement que

les séries (3i), (42), (88) du paragraphe précédent sont convergentes, du

moins pour des valeurs de la différence t— r ou r— t suffisamment rap-

prochées de zéro, et comment on peut alors fixer des limites supérieures

aux erreurs que l'on commet en conservant seulement dans chaque série

les n premiers termes. Le nouveau calcul que j'ai désigné sous le nom de

calcul des limites dans un Mémoire sur la Mécanique céleste, lithographie

à Turin, et traduit en langue italienne par les savants éditeurs des Opus-

coli mathematici e Jisici qui se publient à Milan, fournit diverses mé-

thodes à l'aide desquelles on peut atteindre ce double but. Je me bornerai

pour le moment à indiquer l'une de ces méthodes, me proposant de re-

venir sur cet objet dans un autre Mémoire.

Soient r une quantité positive,/? un arc réel, tt le rapport de la cir-

conférence au diamètre, et f(x) une fonction quelconque de la variable

réelle ou imaginaire x. Dans l'expression imaginaire

re
pV' = r[cosp -|- \/— I slnp),

r, ou la racine carrée de la somme qu'on obtient en ajoutant les carrés de

la partie réelle et du coefficient de V^— i > sera ce qu'on nomme le mo-

47-
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dule; et l'on aura évidemment

^^^ dr ^ r\/~i dp

Or, si l'on intègre les deux membres de l'équation précédente, i® par

rapport à r, et à partir de r=o; 2° par rapport k p entre les limites

p-=z — TT
y /?= 77-; et si l'on suppose que la fonction de x^ r et p, repré-

sentée par

(2) f(.r + re^*^^),

reste finie et continue, quel que soit p, pour la valeur attribuée à r et

pour une valeur plus petite, on trouvera

j_Jo Tr
drdp = .,

ou, ce qui revient au même,

p Ç(jc+ re^^~")dp=z r ï(œ)dp = 27rï{xy,
J K J TT

puis on en conclura

(5) ï{x) = ~ jl ï{x + re^ ^'") dp.

Si l'on différentie la f^jrmule (3), n fois de suite, par rapport à ,r, on en

tirera

fC«)(^) = -1 /" fC«)(^_J./e^V^—j^^;

puis, en intégrant par parties le second membre de cette dernière n fois de

suite, on aura

(4) fW(x) = '
''^••"

f" r~"e-''''^-'i{x + re''^~)dp.

Concevons maintenant qu'ayant posé

(5) re'^~'^œ,

on adopte les notations du calcul des limites, et que l'on désigne en

conséquence par

(6) Af(x + x),

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction ima-
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ginaire f(jc + x), lorsque clans

- p\/~
oc = re

on fait varier l'angle p sans changer le module r. Dans l'intégrale que ren-

ferme le second membre de l'équation (4), la fonction sous le signe /
offrira toujours un module inférieur ou tout au plus égal au produit

r~" S.i[oc + x)\

et, en multipliant ce produit par

f

""

dp = 2'7r,

on en obtiendra un autre qui sera supérieur au module ou à la valeur

numérique de l'intégrale elle-même. Par suite, si l'on indique le module

ou la valeur numérique d'une expression imaginaire ou réelle à l'aide de

l'abréviation

mod.

placée devant l'expression dont il s'agit, on tirera de la formule (4)

(7) mod. f ^"^(.r) <C i .2.3... n r~'' A^(jc -{- jc).

D'ailleurs , comme on aura généralement

l'équation (7) pourra encore s'écrire comme il suit

(8) mod. f ^«^ (x) < (— I )" ^^^P /'A f (x -f i i ;

et, sous cette forme, elle subsistera même pour /^=o, de sorte qu'on

aura encore

fg) mod. î (jc) < Af(jc-f- x),

comme on peut le conclure directement de l'équation (3). Il est bon de

rappeler que, dans les seconds membres des formules (8) et(9), la valeur

de r devra toujours être telle que la fonction

f(x + x) == f(x + re^^"')

reste finie et continue, quel que soit/?, pour cette même valeur de r, et

pour une valeur plus petite.
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Cela posé, considérons d'abord l'une des séries qui représentent l'inté-

grale d'une seule équation différentielle de la forme

(lo) dx z=z x^dt.

Si,

(il) u=if{x)

étant une fonction de ûc seule, on peut en dire autant de la fonction eX,

en sorte qu'on ait

(12) X = ^(jc)\

l'intégrale de Téquation (10) sera fournie par la formule (39) du § II, c'est-

à-dire, par l'équation

( > 3) /(?) =/(.^)+ ir-t) nfipc)+^^ '/(x)+ (1=^* D'/ (x)+ etc.

,

dans laquelle on aura

(.4) of{x) = ^W^,
ou, ce qui revient au même,

Uf{x)= i{x)f {x)

,

et par suite

a-JXx)= [# ix)]'f' {œ)+ §{x)f {x)f' {x)

,

(•5)
l U'f{x)=\ê(x)Jf"{x) + K^{x)^'^'{x)f'{x)

+ { P(«-)]'^"(x)+ ^{x)\g'{x)Y }f{x),
etc.

Or de ces dernières équations, combinées avec les formules (8) et (9), on

tirera évidemment

mod. Uf{x) < ^, . rk§ {x+'œ). rAf{x •+- x),

. gx / mod.D'f{xX^,lrA^(x-\- x)y.rAf{x -^ x),

mod. nlf(x) < ^3 [rA^(x -f- x) y . rAj\x+ x)
,

etc.,

^ii '^6^ <^3o- . • étant des fonctions de r déterminées par les équations
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(359)

_ r- ^i^^~
dr

- (r-'Y
^' ('-"') ^ ,.-. i^ci) lie:)

(.7) < - *. = (r-.)' -ÎP+ 3 (-)• "-^^
etc.

,

et la valeur de r devant être telle que chacune des fonctions

(i8) f oc + X), 5?(x + ^}

demeure finie et continue, quel que soit p, pour cette même valeur

de r et pour une valeur plus petite. D'ailleurs les valeurs de

fournies par les équations (17), sont ce que deviennent les valeurs de

n/(«^), Wf{oc), n^J'{a:j,,..^ fournies par les équations (i5), quand, après

y avoir posé

(19) #(^)=/(x) = x-,

on y remplace la variable x par le module r; et il ne pouvait en être au-

trement, puisque, dans le second membre de la formule (8), le coefficient

du produit

rA f (j? + a:),

est, abstraction faite du signe, ce que devient (^"^ (x) quand, après avoir

posé
f(x) = x^%

on substitue r k x. Donc les formules (16) donneront généralement

(20) mod. W/X^c) < <a„ [rA^(x -^ x)]\ rAjïa: 4- jc)
,

(— \y^n étant ce que devient la valeur de

a-fW,

correspondante aux valeurs de ^(x)^f{x), données par la formule (19)

,

quand on remplace x par r. Or on tire de Téquation (i4), jointe à la
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formule (19),

n/(x) = X-' -^^^ = — X-

etc.
;

et en général

On aura donc

(2,) a„ = 1.3.5... (an- l)'-'""^

et la formule (ao) donnera

(22) mod.n"/(^)<i.3.5...(2tt--,i)r-"[A#(x+:ï)]"A/(x + ^).

Enfin, comme on a évidemment

A
X

la formule (22) pourra encore s'écrire comme il suit

(23) mod.n"/(x)<i.3.5...(2W — i)[a^±^^]''a/(x + x).

Cela posé, le terme général de la série comprise dans le second membre
de la formule (i3), savoir,

offrira une valeur numérique inférieure à celle du produit

par conséquent à celle du produit

(26) [2(r-<)Ate^]"A/(^+,r),

attendu que Ton a certainement

Ic3.5...(2/l— i) ^ 2.4-6. ..2«

1.2.3... n ^ 1.2.3.../2 — •
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Donc les différents termes de la série en question offriront des valeurs

numériques inférieures à celles des termes correspondants de la progres-

sion géométrique qui aurait pour terme générai l'expression (26). Or

cette progression sera convergente , si l'on a

(27) inod. [2 (r - A !^€>] < ,

,

OU, ce qui revient au même,

(28) mod. (r ~ ^) < - ___L_^ .

A
X

et alors, si l'on remplace la somme de la série par la somme de ses n

premiers termes, le reste de la série, ou l'erreur commise, sera inférieur

(abstraction faite du signe) à la somme des valeurs numériques que

présentent dans la progression géométrique le terme (26) et les suivants,

c'est-à-dire inférieur au produit

I — mod. 2(r — /) A ^ J ^

Supposons en particulier

alors l'équation (i3) donnera

(3o) ?=:x+ (r— onx+ ^^^^'n*x + ^^^'n^^+etc.,

et le reste de la série comprise dans le second membre de la formule (3o)

sera inférieur, abstraction faite du signe, à

(3 1
)

~ =-^- A f(a:+ x).

I — mod. 2 (r— A ^ J ^

On peut donc énoncer la proposition suivante.

i^^ Théorème. Supposons que, la variable t et la fonction r de cette

variable étant liées entre elles par l'équation différentielle

(3^) cIjc = §{x)dt,

Ex. d'An, et de Ph. M, 4^



( 36a )

l'on nomme une nouvelle valeur de la fonction jc correspondante à une

nouvelle valeur r de la variable t ; § sera déveîoppable par la formule (3o)

en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de

la différence t — ^, si la formule (28) est vérifiée, c'est-à-dire si la valeur

numérique de r

—

t est inférieure à celle que détermine l'équation

(33.^ T -- t = '

la valeur du module r de

2 ^{x-^ œ)

X

œ z=i re

étant assujétie à la seule condition que la fonction

^(x + x)

reste finie et continue, quel que soit l'angle p, pour cette valeur et pour

une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite à ses n premiers

termes sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit (3i). Alors,

aussi une fonction quelconque de Ç, désignée par f (0), sera elle-même

déveîoppable en une série convergente ordonnée suivant les puissances

ascendantes de r— 1\ et le reste de cette dernière série sera inférieur,

abstraction faite du signe, au produit (29), si la valeur du module r est

assujétie à la double condition que les deux fonctions

J\x + x)^ §[x + x)
^

demeurent finies et continues, quel que soit l'angle/?, pour cette valeur

de r et pour une valeur plus petite.

Il est avantageux de choisir le module rde .r , de telle sorte que la limite

assignée par la formule (28) à la valeur numérique de t— ^, et repré-

sentée par le second membre de cette formule ou de Téquation (33), de-

vienne la plus grande possible. On j parviendra, en réduisant la quantité

A ^ (-^ + ^)

X

à la plus petite valeur qu'elle puisse acquérir, c'est-à-dire à ce que nous
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avons nommé, dans im autre Mémoire, le module principal de l'expression

X

considérée comme fonction de x.

Pour montrer sur un exemple très simple une application des formules
qui précèdent, concevons que l'équation (32) se réduise à

(34j dx = x'dt,

i désignant une constante positive. On aura dans ce cas

#(x) = X';

et, si l'on suppose x positive, afin que ^ (x) soit réelle, la fonction

-^ (x+ x) = (x+ re'^^'y

ne restera continue, pour des valeurs fractionnaires ou irrationnelles de
l'exposant /, qu'autant que l'on aura

(35) r <^ X.

Alors on trouvera

A(x+ x)= x -l-r, A (x+ xy= (x -i- ry

,

et par suite

(36) A ^^±^ - (^+-':)'

X r

La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière quantité, eu égard

à la condition (35), sera, i^ sil'on suppose i <2, la valeur qui correspond

a r= x, savoir,

(37) 2'x'-'
;

1° si l'on suppose i >• 2 , la valeur qui correspond à la formule

dr
savoir,

X= o, ou r = -—

(^«) (7:rV^'
48.
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Donc, en v.ertu du théorème i^', ^ et t désignant des valeurs qu'acquiè-

rent simultanément les variables x et ^assujétiesà vérifier l'équation (34),

^ sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puis-

sances ascendantes de la différence t— t^ tant que la valeur numérique

de T— ^ restera inférieure à la moitié du rapport

(39) ,1 ^1—1 '

si l'on a i < 2 , et à la moitié du rapport

(4o) -7^^^'

si l'on a z >2. Or en effet on tire de l'équation (34), divisée par x\^ et

intégrée directement,

(40 ^-TZ^ ^r-t,
par conséquent

I

(4,) I = a: [, - (i - i)x'- (t- ^)]~^
;

et la puissance
I

[x_(£_,)^'-(T-i)]~S

sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puis-

sances ascendantes de la différence r — t^ si la valeur numérique de cette

différence est inférieure à celle du rapport

(43) {l— \)X'

D'ailleurs il est clair que ce dernier rapport surpassera toujours, abstrac^

tion faite du signe, le rapport (3g) et à plus forte raison sa moitié, si l'on

suppose î < 2, le rapport (4o) et à plus forte raison sa moitié, si l'on sup-

pose />>2.En effet on aura, dans la première hypothèse,

mod. ^-^ > I > ^ ,

et dans la seconde hypothèse, i^ > (f — i)% par conséquent
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Donc le théorème i^' se vérifie à l'égard de l'équation (34); et même de

ce qu'on vient de dire il résulte que, pour une équation différentielle de

cette forme, on obtiendra encore une limite supérieure à la valeur numé-

rique que T— t peut acquérir dans la formule (3o), si à l'équation (33)

on substitue la Suivante

(44) mod.(T

—

t) =
A ^ J —-

X

Cette remarque s'applique pareillement aux équations différentielles

dx = jc^dt, dx = é"" dt , dx = e~'''dt^ etc.,

dont il est facile de calculer directement les intégrales.

Concevons à présent que, dans le second membre de l'équation (lo),

la fonction »X renferme à la fois x et ^, en sorte qu'on ait

{/^5) cX; z=z d[x, t).

Alors l'intégrale de l'équation (lo) sera fournie par la formule (33; ou

(92) du § II, c'est-à-dire, par l'équation

M)=f{oc)-f^D'f{x)dt<+ f'j'o'^'f{œ)df'M

— Ç I"'
{"'

U'0"0"'JXx)dt"'dt"dt'-\....,

dans laquelle on aura, i"*

(47) a'/(x) = i(cc, t')f'{x);

i n"f{x) z= g{x, t'')f'(x), et par suite

^^^^
( n'a"f(,x) = ^{œ, t')^{x , f')J"(x)-h Hx, t')^!l^f(x);

3"

a"'f(x)= ^{x, l"')f ix), et par suite

n"n'y(.T) = #(^, t")§{x, tf")f'{x)+§{x,t")'^JS^-i^f(x),

n'n"U"'J\x)= g{x, t')§ix, t")^ix, t"')f">(x)

+ Hx, n iH^, n ±^+^^%^G/(-).
etc.
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D'autre j3art, comme, dans les intégrales définies que renferme le second

membre de la formule (46), les variables

t^ t" t'"

devront rester comprises, la première entre les limites t et ^, la seconde

entre les limites r et t', la troisième entre les limites r et t"j, ,., il est

clair que ces variables resteront toutes comprises entre les limites t et ^;

d'où il suit que chacune d'elles pourra être représentée par une expres-

sion de la forme
t + ôir — t),

9 désignant un nombre renfermé entre les limites o , i . Cela posé , si, la

valeur de oc étant toujours celle que détermine la formule (5), on repré-

sente par

(5o) A^[x-|-S, ^+ 6(r— t)}

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction imagi-

naire cf[x+ x, t-\-d(r— ^)], lorsque dans x on fait varier l'angle /?,

sans changer la valeur de r, ni celle de 9 ; si d'ailleurs on nomme celle

des valeurs de G pour laquelle le module (5o) devient le plus grand pos-

sible, et n un nombre entier quelconque, on tirera successivement de la

formule ((S)

'"od. ^"^^^L
'"' < (- .)-^ rA^[x + 3:, ï+ ©(T-0],

(5.) (
mod/"^<^:

'")
<(-,)°^rA,f[^+^,^+ Q(T-/)],

n,od. ^^:%i:i <(_,)• ""-^P rA #[^+ i,*+ (T- ]

,

etc. -,

puis de ces dernières formules combinées avec les équations (47)5 (4^)'

(4p),. . ., on conclura

/ mod. D'/(x)<.R,.rA^[x+â^,^+0(r— ^;].rA/(x+ i),

) mod.n'Dy'(x)<cfa,{rA^[.r+ x, ^+e(T— i)]} rA/(x+^),

[ etc.,
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«^,, ^a, <^3,. . étant des fonctions de rqui coïncideront avec celles que

fournissent les équations (17). H ne pouvait d'ailleurs en être autrement;

car, lorsqu'on réduit la fonction ^ (œ^ t) à ^(x), les formules (as) doivent

coïncider avec les formules (16); et cela arrive effectivement, mais sous

la condition que les valeurs de .R,, Si^^ ^^^... restent les mêmes dans

ces deux systèmes de formules. Donc, dans les formules (02), comme
dans les formules (16), la valeur générale de ^« sera celle que fournit la

formule (21), et les formules (62) donneront, pour une valeur quelconque

de n,

(53) mod.n'n"n'"...n^"y(::r)<i.3.5...(?>//— Or-" {a^[x+ x, t-\-e{T—t)]yAf{x-\-'i:),

ou, ce qui revient au même,

(54) mod.n'n'n"...n(")/(:r)> 1.3 5... (2«-i) |a (J^^±fi±t?Ji:il}iyA/ix+x).

Donc, eu égard aux formules (c)3) du § II, le terme général de la série

comprise dans le second membre de la formule (46) offrira une valeur

numérique inférieure à celle du produit

et à plus forte raison à celle du produit

(56) J2(T-^)A
^^" + ^''j;'"(— '^J

J'a/(^+ ^)-

Donc enfin la série en question sera convergente, si l'on a

(37) mod.
J
2(t ^)A —

:r ^ —> < 1,

et alors le reste de la série réduite à ses 7i premiers termes offrira une

valeur numérique inférieure au produit

n.od.[_.(^--OA-
^ Jl

(àS)
' 3 = r; Ajix+ x)

I — mod.
J
2 (r — /) A -—^ = >

Il est important d'observer que le module /' de x doiî être tel, que chacune
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(les fonctions

(59) ^[œ+a:, t+^r^t)], j\x+ x),

demeure finie et continue, quel que soit l'angle/?, pour la valeur attribuée

à ce module et pour une valeur plus petite. Il sera d'ailleurs avantageux

de choisir ce même module, de telle sorte que la limite assignée par la for-

mule (Sy) à la valeur numérique de r— t soit la plus grande possible.

Si l'on pose en particulier y (x) = jc, l'équation (46) donnera

^^x— Ç n'x.dt'+ r r'n'd'x.M'ck'
(60) { t i n"

et le reste de la série comprise dans le second membre de la formule (60)

sera inférieur, abstraction faite du signe, à

(61) i =
-, r^ -— A (^ + X),

I — mod. l i{t — i) h —^ >

On peut donc énoncer la proposition suivante.

2^ Théorème. Supposons que, la variable^ et la fonction x de cette va-

riable étant liées entre elles par l'équation différentielle

(62) dx = Û{pc, t)dtj

l'on nomme ^ une nouvelle valeur de la fonction x^ correspondante à une

nouvelle valeur r de la variable t*^ ^ sera développable par la formule (60)

en une série convergente, si la formule (57) est vérifiée, c'est-à-dire si la

valeur numérique de la différence r— t est inférieure à celle que déter-

mine l'équation

(63) (^-/)A -^[-^-f^> t^Q{r-^t)] ^ T^^

la valeur du module r de x étant assujétie à la seule condition que la

fonction

^[x+ x, t-^Qir — t)]

demeure finie et continue, quel que soit l'angle p, pour cette valeur de r.
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et pour une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite à ses n

premiers termes sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit (6i).

Alors aussi une fonction quelconque de ^, désignée par

sera elle-même développahle par la formule (46) en une série convergente,

et le reste de cette série sera inférieur, abstraction faite du signe, au

produit (58), si le module r est assujéti à la double condition que les deux

fonctions

/(^+ x), f[x-|-x, t+^{r— t)],

demeurent finies et continues, quelque soit l'angle p^ pour la valeur at-

tribuée à ce module et pour une valeur plus petite.

Pour montrer une application des formules qu'on vient d'établir, con-

cevons que l'équation (62) se réduise à

(64) dx = (jc + t)'' dt,

i désignant une quantité positive quelconque. On aura, dans ce cas,

e^(.r, t) =z (x-f- tf.

Si l'on suppose x+ ^ positif, afin que ^ (pc , t) soit réelle, et

r < t;

la fonction

(65) ^[x+ œ, i + â(r— i)]=[jc+ï+ ^-f-â(r— ^J]'

ne restera continue pour 8=0, qu'autant que Ton aura

(66) r < X -{- t.

Alors on trouvera

(67 ) A L^^
4- i + ^ -f ^ (r— <) ] '= [x + r 4- ^ -f- Ô (r —- ^)

]
',

et, en nommant la valeur de 9 pour laquelle l'expression (67) devient la

plus grande possible, on aura 0= i

,

(68) ^ [j:-f.^4-/-|-Q(r— 0]' __ (.r ^ r 4- /•)'

.r

La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière quantité, eu

-Ex. d'An, CL de Ph. Malh. 49
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égard à la condition (66) , sera celle qui correspond à r= x 4- ^, savoii

X -+- 1

x +
ou celle qui correspond à /== -;

, savoir,

(70) (rzip.(^ + ^)'"''

suivant que x-^t sera inférieur ou supérieur à -.
, c'est-à-dire, en

d'autres termes, suivant que le nombre i sera inférieur ou supérieur à

l'expression

^70 « + ^.-47, = 2 + JT7-

Si, pour fixer les idées, on suppose le nombre l'inférieur à 2 , il sera

inférieur, à plus forte raison, à l'expression (71); et, en remplaçant dans

la formule (63) le coefficient de r— t par le produit (69), on réduira

cette formule à

(72) (r— jç) (2^+ ^ + t)'- = |(x+ t).

L'équation (72) est évidemment vérifiée par une valeur positive de r com-

prise entre les limites t = ^, t :i= oo , qui, substituées dans le premier

membre, le rendent successivement nul et infini. Il y a plus: comme on

a généralement

= j^ (o^x+t+rydr < {r— t) {2X+t-^ r)\

il est clair que la valeur de r propre à vérifier la formule (72) sera infé-

rieure à celle qui vérifie la condition

c'est-à-dire à la limite
i

donc elle sera comprise entre t et cette dernière limite, ce qui permettra
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de la calculer facilement pour chaque système de valeurs attribuées aux

variables x et ^. Or, pour toute valeur de r inférieure à celle qui vérifie

l'équation (72), mais supérieure à ^, la série comprise dans le second

membre de la formule (60) deviendra convergente, et offrira un reste in-

férieur, abstraction faite du signe, à l'expression (61), ou, ce qui revient au

même, à

X \- t

Donc alors la formule (60) fournira l'intégrale générale de l'équation (64),

et l'on pourra dire combien de termes on doit conserver dans le second

membre de cette formule, pour obtenir la valeur de § avec un degré donné

d'approximation. Ces conclusions subsistent, quel que soit le nombre dé-

signé par/. Toutefois, dans le cas où ce nombre devient considérable, il

est avantageux de remplacer dans la formule (63) le coefficient de r— ^

,

non par le produit (69), mais par le produit (70). En opérant ainsi, à la

place de l'équation (72), on obtient la suivante

(74) (T-0(x+ T/- =i^i:^,

que vérifie une valeur de t inférieure à celle qui remplit la condition

{x -f t)' —{x-ir 0'
j;
(^— 1)'-'

i 2 i'
'

par conséquent une valeur de r inférieure à la limite

La valeur de r en question surpassera notablement, si i devient consi-

dérable, celle qui vérifierait l'équation (72J; et une valeur plus petite,

mais supérieure à t^ rendra convergente la série que renferme la for-

mule (60). Ajoutons que le reste de la même série sera inférieur, abstrac-

tion faite du signe, au produit

1/ ' _J

(75) --^^^^ç =^(-+r^)-
(._,^-(^-0(-4

49-
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L'apjDlication des principes ci-dessus exposés peut être facilemeut

étendue à un système quelconque d'équations différentielles entre une

variable indépendante t et des fonctions ^r, j^ z,. . de ces mêmes va-

riables. Effectivement, soit

{{x, j, 2,. . .)

une fonction quelconque des varia.bles réelles ou imaginaires

•^î Jt ^5 • • •

Soient d'ailleurs

^
•> Jt 2? • • •

des variables imaginaires dont les modules soient respectivement

en sorte qu'on ait

(76) X = re
,

jr = re , z = r"e ,. . .
,

Pf p', p",, . . étant des arcs réels- et supposons les modules r, r', r',, . .,

choisis de manière que la fonction

f(j? + .r, J -{- J, z + z,...)

reste finie et continue, quels que soient les arcs /?, /?', p",, . .
,
pour les

valeurs attribuées à ces modules ou pour des valeurs plus petites. On tirera

successivement de la formule (3)

f(x, jr, 2,...) =
-^f^^

f(^+x, j, z,,..)dp,

{{x+ x, j, z,...) = ^ j2^ iix+x, J-hj. z,,..)cîp,

rÇx+x, j+ j, z,...) = ~/_^ f(j?+S, J+Jy z+ 'z,,,,)dp,

etc.

,

par conséquent

(77) f (-, I. ^, ••) -^flSJl f (-+^> j+i^ ^+^,-) g^' '£"•••

Pareillement on tirera de la formule (4), en désignant par /?, k^ Z,. . . des
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nombres entiers quelconques,

(^8)
d^'-^'^'--({x,j, z,...)

dx^ dj^ dz^

I ,2.. k 1.7... .k '^•- l ÇTT ç',: Cm ~{hp+hp'-^lp"...)\/-\ - - - dpdjj a

puis en indiquant, suivant l'algorithme du calcul des limites, à l'aide de

la caractéristique A et par la notation

(79) M{x+œ, jH-jr, 2 + z,. ..),

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction ima-

ginaire

f(^+ i, J+J, 2+ Z,...),

lorsque dans x, j., z,. , . on fait varier les angles /?, p\ p", . . . sans chan-

ger les modules r, r' , r", . . ,, on conclura de la formule (78)

\j[h+k-^l..f,^ s
1.2...^ i.^,..^ ,2.../ _ _ _

^^^^ '''^^- dl^Q^ <—^ T''^- -?'^ ...Af(x4-a-,j^+^', z+ z,...),

ou , ce qui revient au même

,

^/,+A+;...f(
.) ,*+*+(...,» ^'+*+t-(rr-r'...)-

<eO'"od. ^^>^^.^^, _
-<(-) TT -

rf,.^,-.rf,«....
-Ai(.+x,^+j-,^-

Cette dernière formule subsiste, lors même que les nombres entiers h,

k, Z,. . . ou quelques-uns d'entre eux se réduisent à zéro. Il est d'ailleurs

une remarque importante à faire. C'est que, pour obtenir au signe près le

second membre de la formule (81), il suffit de prendre

(82) f(a., j, z,...) = '-^^R,

puis d'effectuer les différent iat ions indiquées dans l'expression

^h+ k + 1-^...
^ç^^ ^^ ^^ ^^^^

dx^dj'^dz^... '

et relatives aux variables x
, j-, js, . . ., comme si R désignait une constante

ou une quantité indépendante de ces variables, sauf à poser après les

différentiations effectuées

(83) R -==: ^î{x^x, j + y. z + 5,..v\
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et hors de la fonction R,

(84) ^ = r, J = r\ z = r\

Considérons maintenant un système d'équations différentielles delà forme

(85) djc = .%dt, dj = ^dt , dz ==. %dt,,,.

Si,

(86) Il =/(x, j, 2,...)

étant une fonction des seules variables ^, ^, z, . . ., on peut en dire au-

tant des fonctions

en sorte qu'on ait

(87) x^ = (!>{x, j, z,.,.), ^==X(x, j, 2,...), ^=:'^(^, jr, z,...)...;

une intégrale générale des équations (85) sera fournie par la formule (39)
du § 11, c'est-à-dire par l'équation

( /(?, >', Cv..) =/(^, jr, z,...)-f(T— On/(x, jr, z,...)

^''^
i

+^^^n'/(.,^, .,...) + etc.,

dans laquelle ou aura

(89)

Df{x, j, z,...) = <b(œ, j, z,...) ''^'^'''^^/'---^

Cela posé, il est clair que, dans le polynôme représenté par Q''f{x,j',z,...),

un terme quelconque sera le produit de plusieurs facteurs égaux ou iné-

gaux dont chacun coïncidera soit avec l'une des fonctions

(9^>) /(«^^J^-v-.)^ ^(^, j,z,...), X(x,j,z,...), •^(j:^,j,z,...), etc.,

soit avec Tune de leurs dérivées des divers ordres prises par rapporta une

ou à plusieurs des variables œ, j, 2,... ; et, pour obtenir une limite

supérieure au module de Wjf^a:, j, 2.,...), il suffira évidemment de

remplacer chacun des facteurs en question par une limite supérieure à

son module. On y parviendra, à l'aide de la formule (8f), et en substi-

tuant successivement dans cette formule, au lieu de / (^, J, z,, . .), cha-
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curie des fonctipns (8g). En opérant ainsi, l'on obtiendra pour limite su-

périeure au module du polynôme représenté par

^"/(•^^ J^ 2;,...),

un second polynôme que nous désignerons par

et qui, en vertu de la remarque précédemment faite, se déduira facilement

du premier. En effet, pour avoir, au signe près, la valeur de R, il suffira

de chercher ce que devient

"/(«^^ Jy 2;,...)

quand on y pose, avant les différentiations relatives à x, j^, 2,. .,

(9O A^^ jr-> ^^'") = ZL'" ^>

/ ^ / \ rr'r"...
. ^. v rr'r"...

\ <b{œ, r, z,...) = -^, X.(x, r, 2;,...) = ift,,

(9^)
^'''-

7:^r

puiSj après les différentiations,

et

.a.= AO(ar+x, j+jr, 2-1-2;,...), ^=AX(j:'-f-^, j-Hj, 2-f-2,...),

D'autre part, comme, en ayant égard aux formules (gi) et (92), on trou-

vera le polynôme Wf [oc
^ j, 2,. . .) composé de termes tous positifs ou

tous négatifs, suivant que n sera pair ou impair, il est clair qu'il suffira

de multiplier par (— i)" la valeur trouvée de ^"^f{x ^ y^ z,. . .), pour

en déduire celle de K. Si, pour abréger, on pose

(95) ^=^^'
ou tirera de la formule (89), jointe aux équations (92),
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Alors aussi la formule (91) donnera
^

J{x, j, 2,...) = Sis,

ei l'on en conclura

Par suite on aura

(97) ^ = s„A/(x4-i, jr+jr, z.+ z,...),

pourvu que l'on désigne par §„ ce que devient l'expression

(98) (~T)"n^^

quand on a égard aux formules (96}, (84), (93) et {gl\). Il reste à déter-

miner §„. Or, si l'on représente par «, p, w,.. . des fonctions quelcon-

ques de oc
, j^ z,. . ., on tirera non-seulement de la formule ^96), mais

encore de la formule (89), ou même des formules (36), (70), (85) du § TI,

(99) U {u+ s>+w+ ...) z=:Uu -^ Uv+ Uw+ , ..
^

(100) D(wî^)= wn^ + vUu^

et de la formule (96) en particulier

Oo,) .. = _„.-g + ^4. £+...),

On trouvera en conséquence

\ \x j ' z J \x j z /Vx' y* '

z'^ JJ z y \x J" z / \ x^
J-'

etc. :

puis on en conclura, en posant, hors des fonctions X, a)b. G,. . .,

X == r, J = r% z :^ r",
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et par suite s =z i
,

ê, ™ -4-- -f-— -f-.--,
r r r

(io4) < ^/x Di> a
,

\-'
.

f^o ^b e \/x^ oii,^ e* ^

+Hh + PT' + P^
+•••)•

etc.

,

les valeurs de oA. , ijb, G,... étant déterminées par les formules (g4). D'autre

part, comme ou aura évidemment

(io5) ,--^-" + ~" + - < (7+7^+ r"+ - ) '

les formules (io4) donneront

_ .1, ift, e

(,06)

^ r A^ , ail , G j_ \^

< 'H7 +7' +r- +•••}'

etc.,

et généralement

(.07) s„<Ng+*+|, + ...)",

N désignant le n''"" terme de la suite

I, 2+1=3, 6 + 7H-2=i5, etc.

,

c'est-à-dire la somme des coefficients numériques compris dans le second

membre de la n''"" des équations (io3). Or, ces coefficients conservant les

mêmes valeurs, quel que soit le nombre des variables

il suffira, pour obtenir le nombre N, de considérer le cas où les for-

mules (95), (96) se réduisent à

(io8) "^ =
i' °/('^) ^ -^^ ^Ê^*

Ex. d'An, et de Ph. Math. ^O
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Alors la n'''"' des équations Cro3) donnera

(109) (-O'D"* - N.'-(J)",

et, comme on tirera directement des formules (108)

(1,0) (— i)»n">y= 1.3.5... (2w— 0^-^'(!!^)\

on conclura des formules (log), (i 10) comparées entre elles

(ill) N =: 1.3.5... (2«— i).

Cela posé, la formule (107) deviendra

(112) S„ < r.3.5... (27^— i)(^-+ ;7 +p +•••; ,

et l'on tirera de la formule (97)

(1 )3) R< 1.3.5... (27i— i)(~H--!H-^^+...yA/(^4-^, j4-^,z-f.2,...),

les valeurs de x, iJîj, G,... étant toujours celles que déterminent les for-

mules (94)- Ainsi, K, qui représente une limite supérieure au module

de Wj\x^ f^ ^r-)? "^ pourra surpasser le second membre de la for-

mide(ii3), qui représentera encore une semblable limite. Il en résulte

que le terme général de la série qui constitue le second membre de l'é-

quation (88), savoir,

offrira une valeur numérique inférieure à celle du produit

par conséquent à celle du produit

(.,6) \_^{r-t)
('^+ J + ^, +...)]" A/(i+ ar, j+ 7, z+ z,...).

Donc les différents termes de la série en question offriront des valeurs

numériques inférieures à celles des termes correspondants de la progres-

sion géométrique qui aurait pour terme général le produit (i t6). Or cette
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progression sera convergente, si l'on a

(M7) mod.[3(r_.)(±+5+î. + ..)]< ,,

OU, ce qui revient au même, eu égard aux formules (94)

?

©
(ii8)inod.(r-/)<

A ^-A :r r^ = r—

et alors, si l'on remplace la somme de la série par la somme de ses n

premiers termes, le reste la série, ou l'erreur commise, sera inférieur,

abstraction faite du signe, au reste de la progression géométrique, c'est-

à-dire à

(-9) 1 L^^^___^A/(,+,,^+^, ,+ .-,...).

Si l'on suppose en particulier

la formule (88), réduite à

(120) g= x+ (T— Oa-^'-H^^^"^' n^x + T^'tf^+etc,

deviendra semblable à la formule (3o) , et le reste de la série comprise

dans le second membre offrira un module inférieur à

x-mod.|_.(.-0(-+^+^-. +
...)J

On peut donc énoncer la proposition suivante.

3® l^héorème. Supposons que la variable ^ et des fonctions

de cette variable , étant liées entre elles par les équations différentielles

(122) dx=^<^ {jo,j,z,.,.)dt, dj-=X(ûc,j,z^,,.)dt, dz="¥(a:,j,z,...)dty.y

5o..
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l'on nomme

de nouvelles valeurs de

correspondantes à une nouvelle valeur r de la variable indépendante t
;

seront développables par la formule (120) et antres semblables en séries

convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la différence

T— ^, si la formule (118) est vérifiée, c'est-à-dire si la valeur numérique

de la différence t— ^ est inférieure à celle que détermine l'équation

I I

(123) r— /= = = = =: = = = = =
,

A = J-A = "i-A —
J-...

X j- Z

les modules r, /, r'V- (les expressions imaginaires

- pV^ - p'V^ - p'V^i
X = re

^ j z=. re , z =i re ,...

étant choisis de manière que les fonctions

(124) <D(a:-h:r, jr+JT, 2-f-z,...), X(.r4:r, j-^-j, z + z,...), ^(^-f :r,j'-|-7, z -f-z,. ..)...,

demeurent finies et continues, quels que soient les angles p, p', p",.,.

pour les valeurs attribuées à ces modules et pour des valeurs plus petites.

Alors le reste de chaque série, réduite à ses n premiers termes, sera infé-

rieur, abstraction faite du signe, au produit (121), ou à celui qu'on en

déduirait en remplaçant

A(jc -\- x)

par l'une des quantités

^(j •+• l)^ ^(2 + 2)' etc.

Alors aussi une fonction quelconque de Ç, », Ç*,... désignée par

sera elle-même développable en une série convergente ordonnée suivant

les puissances ascendantes de t— < , et le reste de cette série sera infé-

rieur, abstraction faite du signe, au produit (i 19), si pour les valeurs

attribuées aux modules/', r', r",... ou pour des valeurs plus petites, la
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fonction _ _

f(jc+ jc, jr-f- j, z + z,...)

demeure finie et continue, aussi bien que les fonctions (i^4), quels que

soient d'ailleurs les angles p, p\ /?",....

Si, dans les formules (85) , les fonctions

renfermaient explicitement la variable^, des raisonnements pareils à ceux

par lesquels nous avons établi le théorème 2 fourniraient, au lieu du
3® théorème , celui que nous allons énoncer.

[f Théorème. Supposons que, la variable t et des fonctions x^ j^ js,...

de cette variable étant liées entre elles par les équations différentielles

/ dx = (^{x, j, z,..., t)dt, dj = X{x, j, z,..., t)dt,
^^'^"^^

[ dz = '^(x, j, z,..., t)dt, etc.,

l'on nomme

de nouvelles valeurs de

correspondantes à une nouvelle valeur t de la variable t. Concevons d'ail-

leurs que
" =/(^> I^ 2,...)

étant une fonction quelconque de j;, j^, z, on pose, pour abréger,

du ^ , . du , ^ . .du

ji
-hX(x, J, 2,..., ^+'^(x, j,z,..., i)--(i26)nw=o(ar,jr,z,...,o£-hX(x,jr,2,...,0^+'^(x,j,z,...,i)^

et que l'on désigne par

n'w, n"w, n'"u^ etc.,

ce que devient Uu quand à la variable t on substitue d'autres variables

t* t'' t'"

Soient encore

â, 9', 9",...

des nombres inférieurs à l'unité , et supposons les modules

' t ' j ' y • ' '
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(les expressions imaginaires

X = re
, J = r'e^ , z = r"e' *^

, etc.,

choisis de manière que chacune des fonctions

ÎO[^ + S, J + Jy 2 -4- 2,.,., if 4- 9(t — ^)],

X[x + ce, j-f-j, 2 H- i,..., ^ +â'(T— 0].

etc.

demeure finie et continue, quels que soient les angles p, p% p",, . ., pour

les valeurs attribuées à ces modules et pour des valeurs plus petites. Enfin

posons

!X = A(ï>[x + x, j +jr, z + J,..., < + (r — jÇ)] ,

etc.

,

A indiquant, suivant la notation du calcul des limites, le plus grand mo-
dule que puisse acquérir chaque fonction, quand on fait varier les angles

p, p\ p",..., sans changer r, r', r",. . ., et

représentant les valeurs qu'il faut attribuer à

ô, ô', 6",...

pour que chaque module devienne le plus grand possible,

seront développables en séries convergentes par la formule

J T J <T J T J T J 1 t/<T

et autres semblables, si la valeur numérique de t — t est inférieure à

celle que détermine l'équation

(.3o) (r_«)(-+-, +-+...)==-.

Alors le reste de chaque série réduite à ses n premiers termes sera infé-

rieur, abstraction faite du signe, au produit (121), ou à celui qu'on en
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déduirait en remplaçant

par l'une des quantités

^^7 + j). A {z -f- 1), etc.,

les valeurs de X, ^n,, e,... étant toujours déterminées par les équations

(128). Alors aussi la fonction

sera elle-même développable en série convergente par la formule

(•3i)/(J.«f,Ç,..0=/(-r,jr,2,..0-rD7-^,jr,z,..O^^i'-î-rT'D'n7(^,jr,s..O

et le reste de cette dernière série sera inférieur, abstraction faite du signe,

au produit (119), si pour lés valeurs attribuées aux modules r, r\ r",. ••.

ou pour des valeurs plus petites, la fonction

/{x-^ X, J + j, z + z.,...)

demeure finie et continue aussi bien que les fonctions (127), quels que

soient d'ailleurs les angles/?, /?', /?",....

Dans Tapplication des théorèmes 3 et 4, il est avantageux de choisir les

modules r, r',r'',...,de telle sorte que la limite assignée au module de r— t,

et déterminée par la formule (i 28) ou (i3o), soit la plus grande possible.

Les principes à l'aide desquels nous avons établi le 3" théorème four-

nissent encore le moyen de fixer des limites supérieures aux valeurs

numériques que peuvent acquérir les quantités représentées par r— ^ et

par p— r dans les formules (71) et (86) du § II , sans que les séries com-

prises dans ces formules cessent d'être convergentes, ainsi que des limites

supérieures aux restes de ces mêmes séries. On obtiendrait alors de nou-

veaux théorèmes entièrement semblables au théorème 3. Ajoutons que ces

nouveaux théorèmes, comme ceux que nous avons ici énoncés, peuvent

être facilement étendus au cas où les variables et les fonctions comprises

dans les équations différentielles données deviendraient imaginaires.

En résumé, les formules qui précèdent transforment en une théorie

eomplétement rigoureuse l'intégration par série d'un système quelconque

d'équations différentielles.

Dans de nouveaux Mémoires je montrerai comment on peut déduire

du calcul des limites diverses méthodes analogues à celle que je viens

d'exposer, et comme elle propres à fournir des règles sur la convergence
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des séries qui représentent les intégrales des équations différentielles,

ainsi que des limites supérieures aux restes de ces mêmes séries; j'établi-

rai d'ailleurs de nouveaux théorèmes relatifs à la détermination des quan-

tités que je désigne à l'aide de la caractéristique A. Enfin j'appliquerai la

méthode ci -dessus exposée, et le 4" théorème en particulier, à l'intégra-

tion des équations différentielles qui expriment les mouvements simul-

tanés des astres dont se compose notre système planétaire.

Post scriptum.— Dans,les Comptes rendus des séances de VAcadémie des

Sciences, j'ai donné quelques nouveaux développements aux principes que

renferme le précédent Mémoire, hthographié à Prague en l'année i835.

J'ai désigné, sous le nom adéquation caractéristique , l'équation dérivée

partielle qui peut remplacer un système d'équations différentielles, et sous

le nom à'intégrales principalesy les intégrales générales de ce système, re-

présentées par des intégrales particulières de l'équation caractéristique.

Ainsi, par exemple , suivant ces définitions , la formule (18), dans le second

paragraphe, sera l'équation caractéristique correspondante au système des

équations (2), et chacune des formules (8) du même paragraphe, sera une

des intégrales principales de ce système, toutes comprises sous la forme

que présente l'équation (i3). En d'autres termes, une intégrale principale

d'un système d'équations différentielles réduites à des équations du pre-

mier ordre, sera une intégrale générale qui donnera la valeur d'une seule

constante arbitraire exprimée en fonction des diverses variables.

On peut voir, dans le 3* chapitre du second livre de \di Mécanique céleste,

avec quelle facilité l'intégration d'une seule équation aux dérivées partielles

fournit cinq intégrales générales du mouvement elliptique. On a ainsi, dans

l'Astronomie, un premier exemple des avantages que présente la considé-

- ration de l'équation linéaire que j'appelle caractéristique. La lecture du

précédent Mémoire suffira, je l'espère, pour montrer tout le fruit que l'on

peut retirer de cette considération. Si d'ailleurs l'on songe à la rigueur et

à la simplicité des méthodes appliquées ci-dessus à l'intégration par séries

des équations linéaires, on se trouvera naturellement amené à cette con-

clusion, que, dans l'exposition des principes du calcul intégral, l'intégra-

tion d'une équation différentielle, ou d'une équation aux dérivées par-

tielles, qui renferme une seule fonction inconnue d'une ou de plusieurs

variables , doit précéder l'intégration des équations simultanées qui ren-

ferment plusieurs fonctions inconnues même d'une seule variable, et qu'en

outre l'intégration des équations linéaires d>it toujours précéder celle des

équations non linéaires.



MÉMOIRE
SUR

L'ÉLIMINATION D'UNE VARIABLE

ENTRE DEUX ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES.

Considérations générales.

Euler et Bezout ont reconnu que, dans Télimination d'une variable

entre deux équations algébriques, la multiplication peut être substituée à

la division. Il y a plus : ces auteurs ont exposé trois méthodes remarquables

d'élimination , toutes trois indépendantes de la division algébrique.

Une première méthode d'élimination
,
qui se trouve exposée par Euler

dans les Mémoires de l'Académie de Berlin dès l'année 1748, et qui, au

jugement d'Euler, pourrait être attribuée à Newton lui-même, consiste à

remplacer deux équations algébriques d'un même degré n par deux équa-

tions algébriques du degré immédiatement inférieur n — i. Si, avec un

auteur anglais M. Sylvester, on nomme équations dérivées , toutes celles

qui se déduisent du système des deux équations données , les deux nou-

velles équations seront deux dérivées du degré n— i ; savoir, celles qu'on

obtient lorsque l'on combine entre elles, par voie de soustraction, les

deux équations algébriques données, après avoir multiplié chacune d'elles

par le premier et par le dernier des coefficients que renferme l'autre.

Cette première méthode est d'ailleurs applicable au cas même où les

degrés des équations algébriques données sont inégaux , attendu qu'une

équation d'un degré inférieur à n peut être considérée comme une équa-

tion du degré n , dans laquelle les coefficients de quelques termes se ré-

duisent à zéro.

Suivant une seconde méthode, donnée à Paris par Bezout et à Berlin

par Euler dans les Mémoires de l'dcadémie de 1764, pour éliminer une

Ex, d'An, et de Ph. Math. 5 1
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inconnue ûc entre deux équations algébriques données dont les degrés sont

net m, il suffit de combiner ces équations entre elles par voie d*addition,

après les avoir respectivement multipliées par deux polynômes dont le pre-

mier soit du degré m— i, le second du degré n— i
;
puis de choisir les coef-

ficients de ces polynômes de manière à faire disparaître dans l'équation

résultante toutes les puissances de x. L'élimination de x entre les deux

équations algébriques données se réduit donc à l'élimination des coeffi-

cients dont nous venons de parler, entre les équations linéaires auxquelles

ces mêmes cofficients doivent satisfaire, c'est-à-dire, en d'autres termes,

au calcul à'une fonction alternée^ formée avec les coefficients des deux

équations algébriques, et l'on est ainsi conduit immédiatement à la règle

d'élimination énoncée par M. Sylvester, dans le numéro loi du Philoso-

phical Magazine (février 1840). La fonction alternée dont il s'agit est d'ail-

leurs, comme l'a remarqué M. Richelot, et comme on devait s'y attendre

,

celle qui se déduit directement de l'élimination des diverses puissances

de X entre les équations algébriques données et ces mêmes équations

respectivement multipliées par celles de ces puissances dont les degrés

sont inférieurs aux nombres m ou n.

En examinant de près les deux méthodes d'élimination que nous ve-

nons de rappeler, et les comparant l'une à l'autre, on reconnaît aisément

que la première méthode introduit dans le premier membre de l'équation

finale des facteurs qui sont naturellement étrangers à cette même équa-

tion. Il n'en est pas de même de la seconde méthode. Mais la fonction

alternée , dont celle-ci exige la formation , résultera d'une élimination ef-

fectuée entre in+ n équations linéaires, m^ n étant les degrés des équa-

tions algébriques données; et sera par conséquent de Vordre m+ 72, si l'on

mesure l'ordre d'une fonction alternée par le nombre des facteurs con-

tenus dans chacun des termes dont elle se compose. D'ailleurs, pour une
fonction alternée de l'ordre w, le nombre des termes serait égal au produit

I . 2 . 3 ... 72.

Donc, pour une fonction alternée de l'ordre «+ w, le nombre des termes

sera représenté généralement par le produit

1.2.3. . .(/n+ w).

Or ce produit devient très grand pour des valeurs même peu considérables

de m et de n. Si, pour fixer les idées, on suppose

m= 4, 72= 4,
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c'est-à-dire, si les équations algébriques données sont Tune et l'autre du

quatrième degré , le premier membre de l'équation finale sera une fonc-

tion alternée du huitième ordre, et qui, en raison de cet ordre, devrait

renfermer
1.2.3.4.5.6.7.8= 4o32o

termes. Il est vrai que sur ces 4o32o termes beaucoup s'évanouissent. Mais

la recherche des valeurs et surtout des signes des termes qui ne s'éva-

nouissent pas demandera trop d'attention, et le nombre même de ces

termes sera encore trop considérable pour que l'on n'arrive pas sans beau-

coup de peine à former la fonction alternée du huitième ordre
,
qu'il s'agis-

sait d'obtenir.

Comme le nombre des termes d'une fonction alternée décroît très ra-

pidement avec l'ordre de cette fonction, il est clair que, si le premier

membre de l'équation finale peut être représenté par deux fonctions alter-

nées d'ordres différents, formées avec deux systèmes de quantités déter-

minées, celle de ces deux fonctions, qui sera d'un ordre moindre, sera

aussi généralement la plus facile à calculer. Or, comme Bezout l'a fait voir

dan son Mémoire de 1764, le problème de l'élimination d'une inconnue jc

entre deux équations algébriques données peut être réduit à la formation

d'une fonction alternée dont l'ordre ne surpasse pas le degré de chacune

de ces équations , et cette réduction peut être effectuée sans qu'aucun fac-

teur étranger se trouve introduit. C'est même par un procédé très simple

que Bezout réduit généralement l'élimination de oc entre deux équations

algébriques du degrés, à la formation d'une seule fonction alternée de

l'ordre n. Si, pour faciliter les calculs, on dispose en carré les diverses quan-

tités dont cette fonction alternée se compose, les quantités situées sur une

diagonale seront les seules qui ne se trouveront pas répétées, et les autres

seront deux à deux égales entre elles, deux quantités égales étant toujours

placées symétriquement de part et d'autre de la diagonale dont il s'agit. En

conséquence l'équation finale, telle que Bezout l'obtient, a pour premier

membre une fonction alternée de l'ordre «, formée avec des quantités

dont le nombre se trouve représenté simplement par la somme

1+2+3+...+^ = -^— '

Par suite aussi le nombre des termes distincts, dont se compose cette fonc-

tion alternée , s'abaisse au-dessous du produit

I . 2 . 3 . . . 7Z
,

5i..
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plusieurs de ces termes étant égaux deux à deux, et deux termes égaux

pouvant être toujours réunis l'un à l'autre , de manière à former un seul

terme qui renferme l'un des facteurs numériques

2, 4, s,—
Si, pour fixer les idées, on suppose que les deux équations algébriques

données soient du quatrième degré, le premier membre de l'équation

finale, obtenue comme on vient de le dire, sera représenté non plus par

une fonction alternée du huitième ordre, c'est-à-dire de l'ordre de celles

qui renferment généralement 4o320 termes, mais par une fonction alter-

née du quatrième ordre, et qui en raison de cet ordre, devra renfermer

seulement 24 termes. Ajoutons même que ces 24 termes se réduiront à 17,

quatorze étant deux à deux égaux entre eux.

Il est encore essentiel d'observer que la fonction alternée dont il s'agit

est du genre de celles que Ion obtient quand on élimine diverses varia-

bles ûo
, j-, 2,..., entre les diverses dérivées d'une équation homogène du

second degré, et par conséquent, du genre de celles qui expriment que

l'un des demi-axes d'une ellipse ou d'un ellipsoïde devient infini , l'ellipse

se transformant alors en une droite, ou l'ellipsoïde en un cylindre.

C'est d'abord aux deux méthodes d'élimination ci-dessus rappelées, puis

ensuite à la méthode abrégée de Bezout, que se rapporteront les deux pre-

miers paragraphes de ce Mémoire. Dans le dernier paragraphe
,
je déduirai

d'un théorème donné par Euler une quatrième méthode qui offre de grands

avantages, quand les degrés des équations données ne se réduisent pas à

des nombres peu considérables.

, § I". Méthodes d'élimination, de Bezout et d'Euler.

Soient

(0 i{x) =0, F(x)=o,

deux équations algébriques , la première du degré n , la seconde du degré

m = ou < n. Suivant la méthode donnée à Paris par Bezout et à Berlin

par Euler en l'année 1764, pour éliminer x entre les deux équations don-

nées, il suffira de les combiner entre elles par addition, après les avoir

respectivement multipliées par deux polynômes
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dont le premier soit du degré m— i , le second du degré n— i , puis de

choisir les coefficients de ces polynômes de manière à faire disparaître, dans

l'équation résultante, toutes les puissances de x. Supposons, pour fixer

les idées, que les fonctions f(j?), F (a?) soient l'une du troisième degré,

l'autre du second, en sorte qu'on ait

î{x) = ax^+ bx^ + ex -h d, F {x) = kx"^+ B^+ C.

Alors M, Sf devront être de la forme

w=Px+Q, v = px*+ qx+r;

et, si l'on élimine x entre les deux équations

i{x) = o, F(^) == o,

l'équation résultante sera précisément celle qu'on obtiendra , lorsqu'on

choisira les coefficients

P> q, r, P, Q

de manière à faire disparaître x de la formule

(2) uf{x)-+- i^¥(x) = o,

par conséquent de la formule

(¥x -H Q) f(x) + (px' -{. qx-t r) ¥{x) = o,

que l'on peut encore écrire comme il suit :

(3) Fx f(x) 4. Q f (;r) + px* F(x)+ qx F (o?)+ r F (^)= o.

Les valeurs de

p. q, r, P, Q

qui remplissent cette condition sont celles qui vérifient les équations li-

néaires

/ aV + Ap =0?
\ bl' + aQ + Bp + Aq =0,

(4) \ cV + bq + Cp + Bq + At = o,

r ^P -h cQ ^ Cq + Br = o,

^ dQ -4- Cr = o.

Donc , pour obtenir la résultante cherchée , il suffira d'éliminer les coef-

ficients

P, Q, p, q, r,
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entre les équations (4), ou, ce qui revient au même, d'égaler à zéro la fonc-

tion alternée formée avec les quantités que présente le tableau

a, o, A, o, o,

b^ a, B, A, o,

(5) < c, b, C, B, A,

d, c^ o, C, B,

o, rf, o, o, C.

On arriverait encore aux mêmes conclusions en partant de la formule (3).

En effet, choisir les coefficients P, Q, R, p, q, r, de manière à faire disparaître

de cette formule les diverses puissances

«A^ * tA^ « «A* A • • o * tA^ »

de la variable x , c'est éliminer ces puissances des cinq équations

(6)xf(.r)=o, f(j:)=o, x^F(x):=o, xF(^) = o, F(jc)= o,

ou

ax^ + bx^ + ex" -i- dx = o,

ax^ -f- bx"" + ex -+- d =z o,

(j) < kx^ + B^3 + Cx* = o,

A:r3 + Bjc3 + Cx = o

,

Ax* -f Bjc + C = o.

C'est donc égaler à zéro la fonction alternée formée avec les quantités que

présente le tableau

a, b^ c, dj o,

o, a^ b, c, d,

(8) { A, B, C, o, o,

o, A, B, C, o,

o, o, A, B, C.

Or cette fonction alternée ne différera pas de celle que nous avons déjà men-

tionnée, attendu que, pour passer du tableau (5) au tableau (8), il suffit

de remplacer les lignes horizontales par les lignes verticales , et récipro-

quement. Ainsi la méthode d'élimination indiquée à la fois par Bezout et par

Euler en 1 764 1 conduit précisément à la règle énoncée par M. Sylvester dans

le n° loi dnPhilosophical Magazine (iéYrier 1840). On pourrait même con-

sidérer la règle dont il s'agit comme établie par Bezout dans le Mémoire

de T764, page 3 18. D'ailleurs la considération des équations (6) ou (7),
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qui subsistent toujours en même temps que les équations (i), et s'en dé-

duisent immédiatement, fournit de cette règle une démonstration telle-

ment simple, qu'elle peut être introduite sans inconvénient dans les élé-

ments d'Algèbre.

Observons toutefois que l'ordre ou le degré de la fonction alternée,

dont cette règle exige la formation , c'est-à-dire le nombre des quantités qui

entrent comme facteurs dans chacun des termes dont cette fonction se com-

pose, est toujours égal à la somme /n+ zz des degrés des deux équations

données. Cette même somme, diminuée seulement d'une unité, représente-

rait le nombre des puissances de x qui doivent être éliminées des équa-

tions (6) ou d'autres semblables, ainsi que le degré de deux de ces équations.

On peut demander s'il ne serait pas possible d'arriver à Téquation résultante,

à l'aide de multiplications algébriques, en opérant de manière à ne pas intro-

duire dans le calcul des puissances de .r supérieures à celles que renferment les

deux équations proposées. Cette dernière condition se trouve effectivement

remplie, lorsque l'on se sert pour effectuer l'élimination d'une ancienne

méthode indiquée par Euler dès l'année 1748 dans les Mémoires de l'Aca-

démie de Berlin. Suivant cette ancienne méthode, qu'Euler semble attri-

buer à Newton dans le Mémoire de 1764, étant données deux équations

en X d'un même degré 72, par exemple, les deux suivantes

ax"" -f-
^^"~' -+- c.r""' +. . . + g"^* + hx + k z=: o

,

Ao?" -f B^- * + Cx"-* +. . . -I- G^» + Hx + K= o

,

on commencera par leur substituer deux équations du degré n — i,

savoir , celles que l'on obtient en combinant par voie de soustrac-

tion les deux premières, respectivement multipliées Tune par A , l'autre

para, ou l'une par —, l'autre par —. Après avoir ainsi remplacé les deux

équations proposées par les deux suivantes

(A/^— aB)x«--'+(Ac— aC)x»-*+ . . . +(A^— aH)x+ AA:—aR = o,

(AA:— flR)x''-'+ (BA: —. 6R)x"-*+ - . . + (GA: — ^Y.)x+ HAr— hK = o,

on remplacera celles-ci à leur tour, à l'aide d'un semblable procédé
;,
par

deux équations du degré 7i — 2 ; et, en continuant de la sorte, on finira par

obtenir une seule équation du degré zéro qui sera la résultante cherchée.

Pour s'assurer que la même méthode reste applicable à l'éhmination

de la variable x entre deux équations de degrés inégaux n ei m<^ n, il

suffit d'observer qu'une équation de degré inférieur à n peut être envisagée
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réduiraient à zéro.

En examinant les deux formes sous lesquelles peut se présenter l'équa-

tion résultante ou finale, suivant que l'on emploie pour l'élimination dex,

Tune ou l'autre des deux méthodes que nous venons de rappeler, on re-

connaîtra que le premier membre de cette équation , considéré comme

fonction des coefficients

a , b, c,. . ., A, B, C,., .

,

est , dans le cas où l'on se sert des polynômes multiplicateurs u et t^, une fonc-

tion du degré aw+ zz , et par suite, quand on suppose m^=n, une fonction

du degré in. Au contraire , l'ancienne méthode substitue successivement

à deux équations données , dont les premiers membres sont du degré n par

rapport à la variable x, et du premier degré par rapport aux coefficients

a, b, c,. . ., xA, B, C,. . .,

des équations diverses dont les premiers membres sont d'abord du degré

Il— I par rapport à x , et du second degré par rapport aux mêmes coeffi-

cients ;
puis du degré n— 2 par rapport k x, et du quatrième degré par

rapport aux coefficients, etc. Donc l'équation finale, déduite de l'ancienne

méthode , sera du degré 2" par rapport aux coefficients

a, b , c,, . .
,

, A, B, C, . .

.

Donc , lorsque n surpasse 2 , l'ancienne méthode introduit dans l'équation

finale un facteur étranger dont le degré est

2" 271.

On trouve dans l'ouvrage d'Euler qui a pour titre : Introductio in ana~

Ijsin infinitorurUy et mieux encore, dans un Mémoire de M. Gergonne,

l'indication de procédés que l'on peut employer pour débarrasser le pre-

mier membre de l'équation finale du facteur étranger, ou même pour

éviter l'introduction de ce facteur. Mais ces procédés exigent que l'on

s'élève graduellement du cas où l'on suppose w= 2 , au cas où l'on sup-

pose w= 3, puis de ce dernier au cas où l'on suppose 72= 4, etc.; et l'on

peut, comme Bezout l'a fait voir, substituer aux deux méthodes d'élimi-

nation ci-dessus rappelées, une troisième méthode qui, sans introduire

aucun facteur étranger dans le premier membre de l'équation finale, ré-

duit la détermination de ce premier membre à la formation d'une fonction

alternée dont l'ordre ne surpasse jamais le degré de chacune des équations

données. .ji
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§ II. Méthode abrégée de Bezout.

Soient toujours

(i) f(x) = o, F(j:)= o,

deux équations algébriques, la première du degré n^ la seconde du degré

77Î= ou < n. On pourra supposer généralement

Y{x) == Kx^+b,x--' +__+h,_,x+K,

un ou plusieurs des coefficients

devant être réduits à zéro, dans le cas où l'on aurait m< ^; et l'équa-

tion finale
,

qui résultera de l'élimination de la variable x entre les

formules (1), exprimera simplement la condition à laquelle les coeffi-

cients

devront satisfaire, pour que les équations (i) soient vérifiées par une

seule et même valeur de x. Voyons maintenant comment on devra s'y

prendre pour effectuer cette élimination, c'est-à-dire pour éliminer des

deux formules

^^'
( b^x'^ + b^x""^ +...+ b,,,x + b,z=:o,

les puissances de la variable x , représentées par les divers termes de la

suite

X~ f Ou , > • • , X .

J'observerai d'abord que, pour éliminer x* entre les équations (2), il

suffit de combiner entre elles, par voie de division, ces deux équations

présentées sous les formes

/ désignant l'un quelconque des nombres

o, 1, 2, ....,72— 2, n I.

Ex, dAn. et de Ph. Math. 52
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On trouvera ainsi

puis, en faisant disparaître les dénominateurs,

(4)
{

Si
,
pour abréger, on désigne par

le coefficient de x"""*""' dans le premier membre de l'équation (4), on aura

non-seulement, quels que soient Â: et /,

(5) Aj ;= A; ft,

mais encore ,
pour A:< /,

Ao,z= <^o^z+i — b^ai^,,

etc.,

et l'équation (4) deviendra

(7) Ao,zX"- + A,,,^''--+...+ A„^,,,^ + A„_,,, = o,

Si, dans cette dernière équation, de laquelle la «^^"^^ puissance de .r se

trouve effectivement éliminée , on attribue successivement à l les valeurs

o, T, 2,...,w— 2, n I,

on obtiendra le système des formules

Ao,©*^ I -^1,0 «^ "+ . •~\~ A„_aQ oc H- A„_, Q = o,

^^> < etc.,

Ao,«— ft"^" + A, „_, t^*""* -t- . . . -t- A,_2^ „_^ X H- A„_, „_, = o,

dont la première et la dernière sont précisément celles que l'on emploie

dans l'ancienne méthode d'éllAiination dont nous avons déjà parlé (page 391).

Cela posé, il est clair que l'on pourra éliminer d'un seul coup, entre les

équations (8), les puissances de x représentées par les divers termes de la
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progression géométrique

-^yi fl""" I <^B^"ft /y^A •y»C^ • «X' « • • • • cX/ 4 «Xy •

L'équation finale, résultante de cette élimination , sera de la forme

(9) ' = ^>

è étant la fonction alternée de l'ordre 72, formée avec les quantités que ren-

ferme le tableau - co

.

•^o , o 7 ^O , 17 7 ^O , n—a 7
Aq

, n— I

^O . • » A
t , I 7 ) A., „_j ,

A,

(lo)

^o , »— ft -^1
, B—a ? • • • ) -"b—a , a

—

% > ^«—-a , b—-i y

A A A A
'^o, »— I ^i , n— I ) • • • 7 -^rt—a, B— I? ^B—i , — !•

C'est en effet ce que Ton conclura immédiatement des équations (8)

,

jointes à la formule (5).

La méthode abrégée d'élimination, que nous venons de rappeler, ne

diffère pas au fond de celle que Bezout a indiquée dans le Mémoire de

Ï7645 page 319.

Il est facile de voir quel sera le degré de la quantité S, déterminée

par cette méthode , et considérée comme fonction des coefficients

En effet, chaque terme de S renfermant n facteurs de la forme A* ,, et

chacun de ces facteurs étant du second degré, en vertu des équations (6),

S ou le premier membre de l'équation finale sera nécessairement du de-

gré un, tout comme dans le cas où l'on applique la règle énoncée par

M. Sylvester. Il y a plus : on peut déjà pressentir la réalité d'une asser-

tion qui sera plus tard changée en certitude, savoir, que la valeur de a,

fournie par la méthode abrégée, coïncide, au signe près, avec celle que

fournirait la règle dont il s'agit. Effectivement, d'après cette règle, lors-

qu'on suppose mz=:n, le premier membre de l'équation finale renferme

une seule fois le terme

<bl.

Or ce même terme, pris avec son signe ou avec un signe contraire, se re-

trouve encore une seule fois dans la fonction alternée ± S formée à

l'aide du tableau (10), savoir, dans la partie de =+: s qui est représentée

par le produit

^o,/î— I '^i,»^»» • • • ) "i,«—a "-o^n—x j

52..
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et même dans la partie de ce produit qui, en vertu des formules

A»,„_j = aj)n^* — ^.^«-« 4- A, ;,_,

t> IL' • • •
^

se réduit simplement à la puissance ? ^i 5ît:
-

Ao,„_. = [aobn — anbo)\

Il importe d'observer que, dans le carré figuré par le tableau (6),

les termes de la forme

.... . ^1,1

se trouvent tous situés sur une même diagonale , et que les autres termes

sont égaux deux à deux, les termes égaux étant placés symétriquement par

rapport à la diagonale dont il s'agit. Cette propriété du tableau (6) est une

conséquence immédiate de la formule (5), et entraîne à son tour la propo-

sition suivante.

Théorème, L'équation finale (g) ,
qui résulte de l'élimination de x entre

les équations (a), est aussi celle que l'on obtiendrait en éliminant n va-

riables

^ •) J"-) ^ ? • • •

entre les diverses dérivées d'une équation du second degré

(il)
'

s = o,

dans laquelle on aurait

^ = Ao.o ^* + A.,, j* +A,.. 2»4-...
(12)
^ / \ 4- aAo,,a:j + 2Ao,.xz +... + 2A,,.j2 +.

L'équation (9) est donc celle que l'on obtiendrait en assujétissant les va-

riables X
,
j", 2; , . . . à la condition

( 1 3) ^ = constante

,

et cherchant la relation qui doit exister entre les coefficients

;Uiy^:>iw Ao,o9 Ao, ,, Ao,a,. .., A,
, , , A,

, ,,. • • ? Aj^a,.,.,

pour qu'une valeur maximum ou minimum de la fonction r, déterminée
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par la formule

(i4) r = v^w^"r"+^^^,
devienne infinie.

§ 111. Usage des fonctions symétriques dans la théorie de l'élimination.

Dans les paragraphes précédents, nous avons rappelé trois méthodes

d'éhmination; et, quoique deux de ces méthodes n'introduisent dans l'équa-

tion finale aucun facteur étranger, toutes deux, même la plus concise, la

méthode abrégée de Bezout, deviennent à peu près impraticables, lorsque

les degrés des équations données s'élèvent au-delà du cinquième ou du

sixième; à moins que l'on n'ait recours, pour la formation des fonctions

alternées, à des artifices de calcul qui permettent, comme nous l'expli-

querons dans un autre Mémoire, d'évaluer ces fonctions, sans calculer sé-

parément chacun de leurs termes. De semblables artifices ne deviennent

point nécessaires , lorsqu'on fait servir à l'élimination une quatrième mé-
thode fondée sur un théorème d'Euler et sur la considération des fonctions

symétriques. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Soient toujours

(i) f(^) = o, F(^) = o,

deux équations algébriques, la première du degré «, la seconde du de-

gré m; et supposons, pour plus de commodité, les coefficients des plus

hautes puissances de jc, dans ces mêmes équations, réduits à l'unité; en

sorte qu'on ait, par exemple,

f (^) = o^" + Zx"— + ... + /?^ -f- ^,

F(^) = x»" -|-I^«—+ , . . + p^ _j- Q.

Enfin désignons respectivement par

a, €, y,.. . et par À, //,, v, . ..

les racines de la première et de la seconde des équations (i), de sorte

qu'on ait encore

f(x) = (x — a) (x — ê) (x — 7) . . .,

F(^) = (j: — A) (a: — /u) (x — v)

Pour que les équations (i) subsistent simultanément, ou, en d'autres
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termes , soient vérifiées par une même valeur de or , il sera nécessaire et il

suffira que les coefficients

/,...,/?, ^; L,, .., P, Q,

soient liés entre eux, de manière que les racines

a, g, ;/,...; A, yU, j/, . . .

satisfassent à l'une des conditions

a == A, a =. ^, a = y, .. .,

g = A, S z=: ju, € =z V, . . .
,

etc.,

par conséquent à la condition

(2) S = o,

la valeur de § étant

Donc, si l'on adopte cette valeur de s, l'équation (2) devra s'accorder, ou

même coïncider avec l'équation nnale que produirait l'élimination de x
entre les équations (i). C'est en cela que consiste le théorème d'Euler.

Il est facile de s'assurer que la valeur de § déterminée, comme on vient

de le dire , sera une fonction entière des coefficients

/,.. ., p, q; L,.. ., P, Q.

En effet cette valeur se réduit, au signe près , au dernier terme de Téqua-

tion qui aurait pour racines les binômes

et—A, et— /^, a—y,. . ., €—A, ê— yw, ê

—

v,. . ., y— A, y—jLC, y— v,. ,.

Donc elle sera une fonction entière des quantités de la forme

si l'on pose généralement

(3)

.. = (a — A)' + (a _ ^)' -f- (œ — i-)' +
+ {S- A)' -j-çe- ^y -f- (f - vy +
+ {y — A)' + (> — f^y + (> — yy +
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D'ailleurs, en développant les puissances de binômes renfermées dans la

formule (3), et posant, pour abréger,

s, = a' + S' + y -\- ..., s, = A' -f- ;w' + ,*+...,

on tirera généralement de cette formule

(4) s, = ^,s„ - i *,_,s. + i^i=i-^,_.s. — . . . =i= ^,s,-.

Donc, puisqu'en vertu de formules connues, ^^ , S^ peuvent être exprimés

en fonctions entières des cofïîcients

/,..., /?, q; L,..., P, Q,

on pourra en dire autant de Sj^, et par suite de S.

La série d'opérations que nous venons d'indiquer, en prouvant que le

premier membre de l'équation (a) peut être réduit à une fonction entière

des coefficients

/,..., p, q; L,. . ., P, Q,

fournit de plus un moyen d'effectuer cette réduction , et constitue par

conséquent une méthode d'élimination de la variable œ entre les équa-

tions (i). D'ailleurs la formule (4) qui, dans cette méthode, se trouve

combinée avec d'autres formules déjà connues , comprend comme cas par-

ticulier une formule analogue, à l'aide de laquelle, dans son Traité de la

résolution des Équations numériques, Lagrange passe d'une équation don-

née à une autre qui a pour racines les carrés des différences entre les ra-

cines de la première.

Observons encore qu'en vertu des deux équations identiques

{{x) = (a: — a) (a: — ê) {x — >). . .,

F(x) = (x — A) (a? — fji.) {x — v),.,

la formule

(5) 3 = (a_A)(«__^)(*_.)...(g_A)(ê-^)(ê-.)...(>-A)(>-A*)(>-v)...

peut être réduite, comme Euler l'a remarqué, à l'une quelconque des deux

suivantes

(6) S = F(*)F(g)F(5,)...,

(7) s = (- i)-f(A)f(A.)fW

Or, pour transformer l'une quejconque de ces deux dernières valeurs de S,
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la première, par exemple, en une fonction entière des coefficients

/,.. ., p, q; L,..., P, Q,

il suffit de suivre ou la marche indiquée par Euler dans les Mémoires de

Berlin de 1748, ou mieux encore celle que j^ai indiquée moi-même dans

un Mémoire présenté à l'Académie le g août 1 824 , et de convertir d'abord

le produit

F(ct)F(C)Fr>V».

en une fonction entière des sommes de la forme

(c.- + La«-'+ ... + Pût + Qy-f-(ê'"+ I^"~' + ...4-Pf + Q)'-+"...,

puis chacune de ces sommes , moyennant le développement des puissances

des polynômes, en une fonction entière de

«$•0, s 11 • • • 9 '^ml'

Le premier membre de l'équation (2), transformé comme on vient de

le dire en une fonction entière des coefficients

/,..., p, 9; L,..., P, Q,

ne renfermera-t-il aucun facteur étranger à l'équation finale, et représenté

lui-même par une fonction entière de ces coefficients, quelles que soient

les valeurs qu'on leur attribue? On lèvera' facilement tous les doutes que

l'on pourrait conserver à cet égard en s'appuyant sur la proposition sui-

vante.

i^"^ Théorème. Les coefficients

Z,..., p, q; L,..., P, Q

étant supposés quelconques et indépendants les uns des autres , la fonction

entière de ces coefficients qui représentera la valeur du produit

formé avec les différences entre les racines de la première et de la seconde

des équations (i) , ne pourra être généralement et algébriquement décom-

posée en deux facteurs , représentés tous deux par des fonctions entières

de ces mêmes coefficients.
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Démonstration, En effet, supposons généralement

s', s" désignant, s'il est possible, deux fonctions entières de

/,..., /?, 7; L,..., P, Q.

En vertu des relations qui existent entre les coefficients des équations (1)

et leurs racines , on pourra exprimer

en fonctions entières de

ctf € , 7,..., A, ^, V,.. .,

et alors on aura identiquement

(8) è's'' =

Cette dernière équation devant subsister indépendamment des valeurs at-

tribuées aux racines

a, C, y,. .,j À, ^, V,

se vérifiera encore, lorsqu'on établira entre ces racines des relations quel-

conques, par exemple, lorsqu'on supposera

a = A.

Mais alors le second membre de l'équation (8) étant nul, le premier

devra l'être aussi. Donc, en prenant a= A, on fera évanouir le produit

S^ s'^, et par suite l'un des facteurs S', §". Concevons, pour fixer les idées,

que ce soit le premier facteur B' qui s'évanouisse , en vertu de la suppo-

sition

a = A.

s', considéré comme fonction de a , sera divisible algébriquement par

a— A. D'autre part, S' pouvant être regardé comme une fonction entière,

non-seulement des coefficients

mais encore des coefficients

L,..., P, Q,
Ex.d'An.eAdePh. M, 53
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sera par suite une fonction symétrique, non-seulement des racines

a, ë , y,, ..,

mais encore des racines

A, ^, V, . . .

Donc S'f algébriquement divisible par le binôme

et — A,

aura pour facteur non-seulement ce binôme, mais encore tous ceux que

l'on en déduit en remplaçant la racine et par l'une quelconque des autres ra-

cines ^, y,. .. , de l'équation f(.r)= o, et la racine A par l'une quelconque

des autres racines /W , j^ , . . . de l'équation F (x)= o. Observons maintenant

qu'en vertu de l'équation (8), le produit

\'S",

considéré comme une fonction des racines

CL, ê
, y,.. . , A, ^, r,...,

sera une fonction du degré mn. Donc mn représentera la somme des degrés

des facteurs
è' et S"

considérés comme fonctions de ces mêmes racines. Mais, d'après ce qu'on

vient de voir, le facteur s', c'est-à-dire, celui des facteurs S', $" qui s'éva-

nouit quand on suppose
ût = A,

sera divisible algébriquement par chacun des binômes que renferme le

second membre de l'équation (8). Donc , puisque ces binômes sont géné-

ralement distincts et indépendants les uns des autres, S' sera divisible par

le produit de tous ces binômes dont le nombre est mn ^ et, si l'on con-

sidère s' comme une fonction des racines

a, €, yy.., A, yu, V,...,

le degré de è' ne pourra généralement s'abaisser au-dessous de mn. Donc le

degré de l'autre facteur ^" ne pourra s'élever au-dessous de zéro ; et cet

autre facteur ne pourra être qu'un facteur numérique, indépendant des

racines des équations (i), et par conséquent des coefficients que renfer-

ment ces équations. Donc, tant qu'aucune relation particulière ne se
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trouve établie entre les coefficients

/,.-, p, q; Lv-, P, Q,

on, ce qui revient au même, entre les racines

il est impossible de décomposer la fonction $ en deux facteurs qui soient

l'un et l'autre des fonctions entières de

Z,..., p, q; L,..,, P, Q.

Corollaire V. Si, contrairement à l'énoncé du théorème, les coefficients

Z,..., p, q; L,..., P, Q

devaient satisfaire à certaines conditions particulières, si, par exemple,

quelques-uns de ces coefficients se réduisaient à zéro, la valeur de 8,

considérée comme fonction des coefficients

Z,..., p, q; L,..., P, Q,

pourrait devenir décomposable en facteurs représentés par deux fonctions

entières de ces mêmes coefficients.

Corollaire 2*. Supposons, pour fixer les idées, les équations (i) réduites

aux deux équations du second degré

(g) x'^-i-px + q^zo, ^''-l- Pj: + Q= o,

on aura

(10) S= (a— A)(a—^)(ê—A)(ê— M)= (a*+ Pa+ Q)(C*-+-Pe+ Q),

et par suite , eu égard aux formules

a + g= —./?, aS = q,

on trouvera

a=[Q-? + (P-rta][Q-î+(P-^)ê]
= (Q-î/+ (P-/')[(Q-9)(«+ e)H-(P-/))a^],

ou plus simplement

(11) S = (q-qy+(P-p)rpq-pQ).
53..
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Or, tant que les coefficients

P^ q^ P» Q.

ne seront assujétis à aucune relation, à auciuie condition particulière,

alors, conformément au théorème établi, la valeur précédente de S ne

pourra être décomposée en deux facteurs représentés tous deux par des

fonctions entières de ces coefficients. Mais le même théorème pourra ne

plus subsister dans le cas contraire; et si, par exemple, on annulle deux

des coefficients, en posant

p=o, P==o,

c'est-à-dire, en d'autres termes, si l'on réduit les équations proposées aux

deux suivantes

(12) ^'-f-çr = o, ^* + Q = o,

alors la valeur de § déterminée par la formule

(i3) 8=(Q_9)%

sera décomposable en deux facteurs égaux à Q

—

q ^ ou , ce qui revient

au même, en deux facteurs dont chacun sera une fonction entière des

coefficients ^ , Q . Alors aussi , pour éliminer x entre les deux équations

proposées, il suffira de retrancher l'une de l'autre; et l'équation finale

ainsi obtenue , savoir

,

,

Q — 7 == o,

offrira un premier membre équivalent, non plus à la fonction S, mais

seulement à sa racine carrée. Il est au reste facile de voir comment il ar-

rive que la démonstration ci-dessus exposée du théorème en question

,

devient, dans ce cas, inadmissible. En effet, lorsque /?, P s'évanouis-

sent, les formules '

a+ ê= /?, A + ^==P,
donnent

ê =— a, yw = — A.

On a donc alors

g— A == — (a — //.) , g— ^ =— (a — A)
;

et par suite, pour qu'une fonction des racines

a, f , A, fA,
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soit alors algébriquement divisible par chacun des quatre binômes

H A, Û6 /A, f A, Q ytfc,

il suffit qu'elle soit algébriquement divisible par les deux premiers.

Corollaire 3*. Lorsque, dans les équations (i), les coefficients

Z,..., /?, ^,...; L,..., P, Q,

ne sont assujétis à aucune relation, à aucune condition particulière,

le premier membre de la formule (2) ne peut renfermer aucun facteur

étranger à l'équation finale, et représenté par une fonction entière des

coefficients dont il s'agit, puisqu'il est alors impossible de décomposer

ce premier membre en deux facteurs dont chacun soit une fonction en-

tière de ces mêmes coefficients.

Il est facile de trouver à quel degré s'élève S considéré, soit conmie

fonction des coefficients

Z,..., p, q,

soit comme fonction des coefficients

L,...,P, Q.

En effet , S pouvant être représenté par une fonction entière de tous les

coefficients

Z^,..., /?, ^; L,..., P, Q,

le degré de cette fonction, par rapport aux seuls coefficients

L,..., P, Q,

ne variera pas, si l'on exprime, comme on peut le faire, les coefficients

Z,..., /?, q
à l'aide des racines

a, C, 7,...

Mais alors la valeur obtenue de § devra coïncider
, quels que soient

L,w., P, Q eta, é", 7,..., avec celle que fournit l'équation (6); en sorte

qu'on aura identiquement

(i4) S=(a«+ La'«-»+.... + Pa+ Q)(^'"+ LS'"-^+'--f-P^+ Q)--.

Donc, § étant le produit de n facteurs, dont chacun sera du premier

degré par rapport aux coefficients

L,,.., P, Q,
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le degré de § par rapport à ces mêmes coefficients sera précisément le

nombre n.

On conclura de même de l'équation (7) que le degré de S par rapport

aux coefficients

Z,..., /?, ^

est précisément le nombre m.

On peut être curieux de connaître généralement la partie de la fonc-

tion S qui dépendra uniquement des termes constants des équations (i),

c'est-à-dire des coefficients <^ et Q. Or cette partie sera évidemment ce

que deviendra la fonction S quand on supposera tous les autres coefficients

/,..., p; L,..., P

réduits à zéro. D'ailleurs, dans cette supposition, les équations (i) de-

viendront

(i5) ^''4-<y = o, jr'" + Q = o;

et, en conséquence, la formule (i4) donnera

(,6) § = (<=^'"-l-Q)(e'" + Q)(r-l-Q)-"

Il y a plus : les rapports

u C y

étant respectivement égaux aux diverses racines de l'équation

les m''^"^^^ puissances de ces rapports, ou les fractions

«'" ^'» y«
^m > "^ > ^i 9 • • • >

seront respectivement égales aux diverses racines de l'équation

n

O?» = l
,

si l'on appelle co le plus grand commun diviseur des nombres

m , n,

et par suite respectivement égales aux divers termes de la progression

géométrique

1, 9, Ô*,...,â-,
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si l'on nomme ô une racine primitive de l'équation

n

j:"» = I.

Cela pose, la formule (i6) donnera

S=[(Q+a-)(Q + Sa»)...(Q + 9"'^'«)]\

et, comme on aura identiquement

^« j =:(x — l)(x 9) (^ — ^•). . .(x— 9^~'),

on en conclura, en remplaçant x par
;;

,

n mn

et
*

w+ n m
a) •= Q«— (_>,)-« ^

puis, eu égard à cette dernière formule, on trouvera définitivement

P n m Où

(17) 8= (— 0"L(-Q)" -(—?)'" J

Jusqu'ici, pour plus de simplicité, nous avons supposé que, dans les

équations (i), les coefficients des plus hautes puissances de x se rédui-

saient à l'unité. Admettons maintenant la supposition contraire, en sorte

qu'on ait
,
par exemple

,

f (o^)= a-r" -t- ^-^ ""'+•••• ^^ -h A-

,

F(^)= A:r " -H Bo:'»-' H- .... H^-f- K.

Pour ramener les équations (i) à la forme précédemment adoptée, il suf-

fira de diviser la première par a, la seconde par A; par conséquent, il

suffira de prendre

'='...•..
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et du degré n relativement aux quantités

1.— ^,...., i-—• A, g— ^,

comme d'ailleurs, dans cette valeur de S , la partie qui dépendra unique-

ment des coefficients ^, Q, se réduira, en vertu de la formule (17 ), à

il est clair que , pour transformer cette même valeur de 8 en une fonction

entière des coefficients

a, hy.,, h. A:,...; A, B,..., H, K,

il sera nécessaire et suffisant de la multiplier par le produit

a" A".

Or, dans la fonction entière ainsi obtenue, la partie qui dépendra des seuls

coefficients

sera évidemment
_ /n n n m_ u

(-— i)"L^«(— R)« — A«(— A:)«J .

De cette remarque, jointe au théorème i®% oxv déduira aisément la propo-

sition suivante.

2® Théorème. Les coefficients

a, b,,.., h, k,..., A, B,..., H, R

étant supposés quelconques et indépendants les uns des autres dans les

deux équations algébriques

, g . i ax" 4- ^o?"""' + .... -i-kx+ k^zo,
^^ ^ [ A^"+Aj:"-' + -----f-Har+R=o,

et les racines de ces équations étant respectivement

a, S, >,...,

A, Ac, ï/,...,

si l'on prend

(19) S=a'"A"(« -A)(« -^)(«.— ,). . .(C—A)(C—^)(C-0. . •(y--A)(y— ^)(y~K). . .,
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alors S sera une fonction entière des coefficients

a, b^..,^ hy k'y A, B,..., H, R,

qui ne pourra être généralement et algébriquement décomposée en deux

facteurs représentés tous deux par d'autres fonctions entières de ces

mêmes coefficients.

Démonstration. Lorsqu'on suppose

, X ( b = al,...., h =z ap, k = aq,
^ ^ ^ B = AL,...., H=AP, R = AQ,

et par suite

Il
b h k

^ = a^ ' P= a^ ^=a*

les équations (i8) se réduisent aux deux formules

, . ( X- + /x—' -f- .... + px -f- ^ = o

,

^ ^ ( ^'"+ Lx'"-»+.... + Px + Q= o;

et alors , comme il suffit de multiplier par le produit

«"A"

la valeur de S que donne l'équation (5), pour obtenir celle que donne
l'équation (19), cette dernière se réduit, d'après ce qui a été dit ci-dessus,

à une fonction entière des coefficients

a, b,.,,., h, k, A, B,...., H, R.

J'ajoute que cette fonction entière ne pourra être généralement et algé-

briquement décomposée en deux facteurs représentés par d'autres fonc-

tions entières des mêmes coefficients. En effet, soient, s'il est possible,;

S', s"

deux semblables facteurs. En vertu des formules (20), jointes à celles qui

serviront à exprimer les coefficients

Z,...., p, q-, L,...., F, Q

des équations (22) en fonction des racines

Ex. d'An, et de Ph, Math. 54
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on pourra considérer les deux facteurs S' ^ s" comme des fonctions entières

de ces racines et des deux coefficients

a, A.

Cela posé , la formule

(23) §V'= a'"A«(*-A)(«-^)(^— v)..(S-A)(C—^)(C-.v)..(y— A)(y~^)(y— v)..

devant subsister, quelles que soient les valeurs attribuées aux racines

et aux deux coefficients

a, A,

on prouvera, en raisonnant comme nous l'avons fait pour démontrer le

théorème i^', qu'un des facteurs §', §", le facteur ^' par exemple, est algé-

briquement divisible par le produit

(^_A)(ct-,t^)(^-.). . .(€~A)(e-^)(e~.). . .{y^X) (y^^){y^v). . .

Donc, parmi les facteurs simples que renferme le second membre de la

formule (2 3), les seuls qui pourront entrer dans la composition de S" se-

ront les coefficients

a, A,

dont l'un au moins devra être facteur de s", puisque, dans l'hypothèse

admise ,
è" ne doit pas se réduire à un facteur numérique. Mais

,
pour que

s" pût devenir proportionnel à une puissance entière de l'un des coef-

ficients

a, A,

sans dépendre d'ailleurs, en aucune manière, des racines

a, S, 7^,....; A, ^, V,.,..,

par conséquent sans dépendre, en aucune manière, des coefficients

/,...., p, q; L,...., P, Q,

ou , ce qui revient au même , des coefficients

b,..,., h, k, B,...., H, R,

il faudrait que chacun des coefficients a, A , ou au moins l'un d'eux, en-

trât comme facteur algébrique dans la fonction entière des quantités

<2, Z>,...., A, k\ A, B,...., H, R,
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à laquelle peut se réduire le second membre de l'équation (l'd). Or cette

condition n'est certainement pas remplie, puisque, dans la fonction entière

dont il s'agit, la partie qui dépend uniquement des coefficients

Uy A, k, R
se réduit à l'expression

-m n n m _

(— I )
» [ a « (— R) -— A-

(— A:) « J ,

.

qui n'est algébriquement divisible ni par A , ni par a. Donc l'hypothèse

admise ne peut subsister, et le i^ théorème est exact.

Corollaire. Puisque en vertu des formules (20) ou (21) les équations (18)

coïncident avec les équations (22), l'équation finale qui résultera de l'éli-

mination de X entre les équations (18) pourra être réduite à la formule

S = o,

la valeur de S étant déterminée par la formule (5). D'autre part , comme
la valeur de S déterminée par la formule (5) ne peut s'évanouir, sans que

la valeur de S déterminée par la formule (19) s'évanouisse pareillement,

l'équation finale dont il s'agit entraînera encore la formule (2), si l'on

prend pour S la fonction des coefficients

a, b,.,..y h, k; A, B,...., H, R,

à laquelle peut se réduire le second membre de la formule (19). J'ajoute

qu'alors, si ces coefficients ne sont assujétis à aucune relation, à aucune

condition particulière , le premier membre $ de la formule (2) ne ren-

fermera aucun facteur étranger à l'équation finale , et représenté par

une fonction entière de ces mêmes coefficients. C'est là, en effet, une

conséquence immédiate du 2® théorème, en vertu duquel il sera impos-

sible de décomposer S en deux facteurs dont chacun soit une fonction

entière des coefficients

a, 6,...., A, k; A, B,...., H, R.

Puisque la valeur de S déterminée par la formule (5), c'est-à-dire le

produit

(ce-A) {ct^^) {ct^ v)... (g-A; (ê-u) (g- • • • iy-^) (y-^) (y- • • •

54..
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se réduit à une fonction entière des rapports

la valeur de s que déterminera la formule (19) ne sera pas seulement,

comme on l'a déjà remarqué , une fonction entière des coefficients

a, h,,..., h, A; A, B,...., H, R;

elle sera , de plus , une fonction homogène et du degré m relativement aux

coefficients

elle sera encore une fonction homogène et du degré n relativement aux

coefficients

A, B,..., H, K;

donc elle sera, par rapport au système de tous les coefficients

«, Z>,...., h^ k\ A, B,..-., H, R,

une fonction entière et homogène du degré tw+ az. Désignons cette

même fonction par

^(a, ^,.— j ^î ^; A, B,...., H, K);

on aura identiquement, eu égard aux formules (20),

fnr{a,b,„.,h,k', A, B,..., H, R)= a'»A'"^(i, /,...,/?, ^; 1, L,..., P, Q),

et l'équation finale résultante de l'élimination de x entre les équations

données pourra être présentée sous la forme

(24) ^{a, ^,..., A, A; A, B,..., H, R) = o,

si les équations données sont les formules (18), ou même sous la forme

(25) ^(i, /,...., p, q-, I, L,...., P, Q) = o,

si les équations données sont réduites aux formules (22).

Ajoutons que, le second membre de la formule (19) devant être équi-

valent au produit

^"A'"^(i , /,..., /?, 9; j, L,...., P, Q),

les relations subsistantes entre les coefficients

Z,...., p, q-, L,...., P, Q
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et les racines

a, e, >,....; A, yot, V,....

devront entraîner la formule

«r(i, /,...., p, </; I, L,...., P, Q) =

Ou peut vouloir comparer Téquation fihale (24) ou (26) à celle qu'on

obtiendrait si à la méthode d'élimination dont nous avons ici fait usage

on en substituait d'autres, par exemple, celles qui se trouvent expo-

sées dans les § I et II. On établira sans peine , à ce sujet ; les propo-

sitions suivantes.

3* Théorème. Lorsque les coefficients

/,...., py q; L,...., P, Q,

renfermés dans les équations

'

I

j:^" 4- Ix""' 4- -f f^ + ^ = o,
^"^

\ ^-+Ljr— > + + Px +Q = o,

entre lesquelles on se propose d'éliminer la variable a: ^ demeurent arbi-

traires et indépendants les uns des autres; alors toute fonction entière de

ces coefficients, propre à représenter le premier membre de l'équation

finale produite par une méthode quelconque d'élimination, se réduit né-

cessairement à la fonction

'ar(i, /,...., p, q\ I , L,...., P, Q),

ou au produit de celle-ci par une autre fonction entière des coefficients

/,...., p, q-, L,...., P, Q.

Démonstration. En effet, supposons que l'élimination de x entte les

équations (22) , étant effectuée par une méthode quelconque , nous ait

conduits à une équation finale de la forme

S == o,

â désignant une fonction entière des coefficients

Z,...., p, q; L,...., P, Q.

A l'aide des relations qui existent , d'une part , entre les coeflicients

/,...., p, q
et les racmes
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d'autre part, entre les coefficients

L,....,P, Q
et les racines

A, jx, j^ ,....,

on pourra transformer â en une fonction entière et symétrique des di-

verses racines de chacune des équations (22). D'ailleurs l'équation

S = 0,

résultante de l'élimination de x, devra être vérifiée toutes les fois qu'on

établira entre ces racines une relation qui permettra de satisfaire par

une même valeur de j:: à la première et à la seconde des équations (22),

par exemple, lorsqu'une des racines

a, ê, >,...

deviendra égale à l'une des racines

A, ^, v,.„

Donc la fonction entière des racines

en laquelle pourra se transformer le premier membre s de l'équation finale

S = G,

devra s'évanouir avec chacun des binômes

fit—A, ot—/^, a

—

V,...; &—A, Ç,—fx, ê— j/,...; y—X, y—^, y— v,...,

et être algébriquement divisible par leur produit. Donc cette fonction sera

de la forme

(26) s = ,a (^— Pi) {o^—fc) («— v)...((?— A) {C-^fc) (C-.0...(y— A) (y~^) (y-v)...,

Si. désignant une nouvelle fonction entière des racines

fit, ê, >,...; A, fjt, y,...,

qui, comme la fonction S, et comme le produit

(«_A) (*_;>.)(«_,). . .(g_A)(Ç_^) (ê-,). . .(5,_-A) (>._^) {y-v)...,

aura, en vertu de la formule (26), la propriété de rester invariable, tandis

qu'on échangera entre elles, ou les racines

a, ff, 5/,...,

ou les racines

A, ^, v,...,
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En d'autres termes, Si sera une nouvelle fonction entière et symétrique

des diverses racines de chacune des équations (22). Par conséquent, dans

le second membre de la formule (26), le facteur <^ pourra être, aussi bien

que le produit de tous les binômes, transformé en une fonction entière

des coefficients

/,..., p, q\ L,..., P, Q.

Or, comme , après cette double transformation , la formule (26) donnera

(27) S = ^/Hr(i, Z,..., p, q: i, L,..., P, Q),

il est clair que le premier membre B de Téquation finale se réduira défini-

tivement, si l'on a

a= I,

à la fonction entière

^(1, Z,..., p, q; I, L,..., P, Q),

et dans le cas contraire, au produit de cette fonction par une fonction en-

tière des coefficients

Z,..., p, q-, L,..., P, Q.

Au reste, le dernier cas comprend le premier; et, lorsque le degré de la

fonction entière représentée par Si se réduit à zéro, cette fonction se change

en un facteur numérique qui peut être l'unité même.

Corollaire. La valeur la plus simple que l'on puisse, dans la formule (27),

attribuer à la fonction <^, étant

l'équation (25) offre évidemment la forme la plus simple à laquelle on puisse

réduire généralement le premier membre de l'équation finale, en le sup-

posant représenté par une fonction entière des coefficients

Z,..., p, q; L,..., P, Q,

renfermés dans les équations (22).

4® Théorème, Lorsque les coefficients

a, h,..., h, k; A, B,..., H, R,

renfermés dans les équations

ax" + ^a?"~' 4-. . .+ hx+ k = o,

entre lesquelles on se propose d'éliminer la variable ûc, demeurent arbi-

traires et indépendants les uns des autres, alors toute fonction entière de
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ces coefficients ,
propre à représenter Je premier membre de l'équation fi-

nale produite par une méthode quelconque d'élimination, se réduit néces-

sairement à la fonction

^{a, ^,..., h, k; A, B,..., H, K),

^ ou au produit de celle-ci par une autre fonction entière des coefficients

a, ^VM h^ k\ A, B,..., H, R.

Démonstration. En effet, supposons que l'élimination de x entre les

équations (i8), étant effectuée par une méthode quelconque, nous ait con-

duits à une équation finale de la forme

S= o,

S désignant une fonction entière des coefficients

a, ^v'î ^> ^> A-, B,.,., H, K.

On réduira les équations (i8) aux équations (22), en posant

6 ==«/,. "7 hz=zap^ kz=zaq\ B = AL,..., H= AP, K= AQ;

et à l'aide de ces dernières formules jointes aux relations qui existent d'une

part entre les coefficients

/,..., p, q
et les racines .

a, f , >,...,

d'autre part entre les coefficients

L...,P, Q
et les racines

A, fx, y,...,

on pourra transformer S en une fonction entière de toutes les racines

a, ê, y,...; A, yw, i',...,

et des deux coefficients

«, A.

Il y a plus : la valeur de S, que Ton obtiendra ainsi , devant être une fonction

symétrique des racines de chacune des équations (22), on prouvera, par

des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage dans la

démonstration du théorème 3 ,
que cette valeur de S peut être représentée

pa^ un produit de la forme

c^^(-r, ^,..., /?, q; i, L,..., P, Q),
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iR. désignant une fonction entière , non plus seulement des coefficients

/,..., /?, 7; L,..., P, Q,

mais aussi des deux coefficients

a, A.

Comme on aura d'ailleurs identiquement

^{a,b,..., h,k; A,B,..., H. K)
<ar(j, l,»..,p, q-, I, L,..., P, Q) =

a '"A"

la valeur transformée de S ne différera pas de celle que donne la formule

a"» A'
28) è = -^r^{a, b,..., h, k; A, B,..., H, R).

Soit maintenant

=
a"»A'"

ce que deviendra la fraction

« •" A"*

quand on y remplacera les quantités

l,..., p, q; L,..., P, Q
par les rapports équivalents

b ^ ^ B H K
a''"' a' a' A'*' A' A"

ne pourra être qu'une fonction entière des coefficients

a, by.., h, k; A, B,..., H, R,

divisée ou non divisée par certaines puissances entières et positives des

quantités a^ A; et, si l'on considère S comme une fonction entière des

mêmes coefficients

a, b,.,., h, k-, A, B,..., H, K,

la formule (28) donnera identiquement, c'est-à-dire, quelles que soient les

valeurs attribuées aux coefficients dont il s'agit,

(ig) s = 0^(^, ^,..., h, k; A, B,..., H, K).

D'autre part, la fonction

^(a, b,..., h, k; A, B,..., H, R),

qui, en vertu du 2® théorème, n'est algébriquement divisible ni par a, ni
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par A, ne pourra s'évanouir ni avec a, ni avec A. Donc la fonction

0== !
^{a, b,...,h,k', A,B,..., H,K)'

exprimée à laide des seuls coefficients

a, b,.,., h, k; A, B,..., H, K,

ne pourra devenir infinie pour une valeur nulle de a ou de A; donc celte

fonction n'admettra point de diviseurs représentés par des puissances en-

tières et positives des quantités a, A, et ne pourra être qu'une fonction

entière des coefficients

a, ^,..., h, A; A, B,..., H, R.

Si le degré de cette fonction entière se réduit à zéro, elle se transformera

en un facteur numérique qui pourra être Tunité même , et alors la valeur

de S y fournie par l'équation (29) , se réduira au premier membre de la for-

mule (24).

Corollaire V. La valeur la plus simple que l'on puisse, dans la for-

mule (29), attribuer à la fonction 0, étant

e = I,

l'équation (24) offre évidemment la forme la plus simple à laquelle on

puisse réduire généralement le premier membre de l'équation finale, en le

supposant représenté par une fonction entière des coefficients

«, by.,,f A, k'^ A, B,..., H, K,

renfermés dans les équations (18).

Corollaire 2. La fonction

fw(a^ ^v) hf A*; A, B,..., H, K)

étant
,
par rapport aux coefficients

a^ by..y h, Â; A, B,..., H, K,

une fonction entière et homogène du degré m + n, la valeur de S fournie

par l'équation (29), ou le premier membre de l'équation finale produite par

une méthode quelconque d'élimination, sera d'un degré représenté par un

nombre ou égal ou supérieur à m-j- tz, suivant que sera ou un facteur

numérique, ou une fonction entière d'un degré supérieur à zéro. Dans le

premier cas, les deux fonctions

S et ^(a, b,,.., h, k; A, B,..., H, R)
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se trouveront composées de termes correspondants et proportionnels, le

rapport entre deux termes correspondants de la première et de la seconde

étant précisément la valeur de 0.

Corollaire 3. Si deux valeurs de è , fournies par deux méthodes diverses

d'élimination , et représentées par deux fonctions entières des coefficients

a, b,.,., A, k; A, B,..., H, R,

sont l'une et l'autre du degré m+ n^ elles seront toutes deux proportion-

nelles à la fonction

^[a, ^,.,., h, k; A, B,..., H, R),

de laquelle on les déduira en multipliant celle-ci par deux facteurs numé-

riques. Donc aussi elles seront proportionnelles l'une à l'autre, Tune étant

le produit de l'autre par un troisième facteur numérique égal au rapport

des deux premières. Par suite , ces deux valeurs de S seront composées de

termes correspondants et proportionnels, et deviendront égales, au signe

près, si deux termes correspondants de l'une et de l'autre sont égaux ou

ne diffèrent que par le signe.

Les démonstrations que nous avons données des théorèmes 3 et 4 re-

posent sur ce principe: que l'équation finale, produite par l'élimination

de œ entre deux équations données, se vérifie toujours quand on établit,

entre les racines ou les coefficients de celles-ci, des relations qui leur font

acquérir des racines communes. Ce principe, admis par Euler, ne saurait

être contesté en aucune manière, et s'étend au cas même où les équations

données, cessant d'être algébriques, prendraient des formes quelconques.

En effet, dire que l'élimination de x entre deux équations algébriques ou

transcendantes

f(j:)=:o, F(^^)= o,

produit l'équation finale

â =ir o,

dans laquelle s est indépendant de x, c'est dire que les deux premières

équations, considérées comme pouvant subsister simultanément, entraî-

nent la troisième : c'est donc, en d'autres termes, dire que la troisième

équation subsiste toutes les fois que les deux premières acquièrent des ra-

cines communes.

Au reste , les méthodes d'élimination appliquées dans les deux premiers

paragraphes de ce Mémoire à des équations algébriques, fournissent,

comme on devait s'y attendre, des résultats conformes au principe que

55..
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nous venons de rappeler. En effet , suivant la première des méthodes ex-

posées dans le § P% le premier membre § de l'équation finale produite par

l'élimination de x entre deux équations algébriques

f (x) = o , F (x) = o
,

se présentera immédiatement sous la forme

wf(x)-{-pF(x),

u , ^ désignant deux fonctions entières de la variable Jc et des coefficients

que renferment les équations données. Donc ce premier membre, équi-

valent, quel que soit .r, à la somme

s'évanouira si les valeurs des coefficients permettent d'attribuer à jc une

valeur qui fasse évanouir simultanément i(oc) et F(x). On arrivera encore

aux mêmes conclusions, si l'on adopte ou la seconde des méthodes exposées

dans le § I", ou la méthode abrégée de Bezout, attendu que, dans l'une et

dans l'autre hypothèse, les diverses équations successivement déduites des

équations données, et par suite l'équation finale elle-même, seront tou-

jours de la forme
u {\ûc) + F (x)= o

,

M, V représentant ou deux fonctions entières de ûc et des coefficients

renfermés dans f(x), ^(0:), ou les quotients qu'on obtient en divisant

deux semblables fonctions par une certaine puissance de la variable x.

Lorsque
,
pour éliminer x entre deux équations algébriques de la forme

ax" + bx"''' +.,.+ hx -f- k = o,

Ax"*+ Bx'"-' +. . .+ Ho: + R = o
,

on emploie ou la méthode exposée dans ce paragraphe et fondée sur

la considération des fonctions symétriques, ou la
.
première des mé-

thodes rappelées dans le § P*", ou , en supposant ?nz=zn, la méthode

abrégée de Bezout, le premier membre S de l'équation finale, repré-

senté par une fonction entière des coefficients

a, b,..., h, A; A, B,..., H, K,

est toujours, par rapport à ces coefficients (voir les pages 391, SgS et

418), du degré m-f-w, par conséquent, lorsque m devient égal à n,

du degré an. Donc, en vertu du 5*^ corollaire du théorème 4, '^'s trois
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valeurs de s, fournies par les trois méthodes, seront proportionnelles

l'une à l'autre, Tune étant le produit de l'autre par un facteur numérique.

J'ajoute que ce facteur numérique se réduira constamment à -f- 1 ou à

— I. En effet, la valeur de S, que fournira la première des méthodes

rappelées dans le § P% renfermera une seule fois le terme

Or, ce même terme se retrouve, avec le même signe, dans le développe-

ment de l'expression
_ m n n m o»

qui, lorsqu'on a recours à la méthode fondée sur la considération des

fonctions symétriques, représente la partie de S dépendante des seuls

coefficients

a, A, k^ R.

Enfin, lorsqu'on suppo-sera mz=zn, le même terme

^•»R''= ^»K"

sera encore, au signe près {voir la page 396), l'un des termes contenus

dans la valeur de S que fournira la méthode ahrégée de Bezout. Donc les

trois valeurs de S fournies par les trois méthodes seront , au signe près

,

égales entre elles ; et l'assertion émise à la page SgS se trouve complète-

ment démontrée.

Remarquons encore que, dans le cas particulier où les degrés m, n des

équations données sont des nombres premiers entre eux, et où l'on a par

suite

ûj = I ,

la partie de S
,
qui dépend des seuls coefficients

a , A , A , R

dans l'équation finale réduite à sa forme la plus simple, est représentée

par le binôme
a^R"— A" A"».

D'après ce qui a été dit dans ce paragraphe, pour éliminer x entre

deux équations algébriques données, il suffit de joindre l'équation (4) aux

formules qui servent à déduire des coefficients d'une équation algébrique

les sommes des puissances entières des racines, ou de ces sommes les
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coefficients eux-inérnes. On peut d'ailleurs, pour atteindre ce but, em-

ployer deux sortes de formules qui déterminent les unes successivement,

les autres d'un seul coup et d'une manière explicite, chacune des incon-

nues, c'est-à-dire chacune des sommes ou chacun des coefficients cher-

chés. Les formules de la première espèce sont celles qui ont été données

par Newton, et dont la démonstration la plus élémentaire se trouve dans

la Résolution des Équations numériques de Lagrange (page i33). Quant

aux formules de la seconde espèce, on pourrait les déduire des premières

par une marche analogue à celle qu'a suivie M. Libri dans un Mémoire publié

en 1829, qui en rappelle deux autres présentés par le même auteur à

l'Académie des Sciences en 1823 et ï835. Mais alors ces formules, propres

à déterminer immédiatement chaque inconnue, ne se présenteraient pas

sous la forme la plus simple; et, pour diminuer autant que possible le

nombre de leurs termes, il convient de les établir directement à l'aide de

considérations analogues à celles dont j'ai fait usage dans l'extrait litho-

graphie d'un Mémoire présenté à l'Académie le 9 août 1824. C'est au reste

ce que j'expliquerai plus en détail dans un autre article.
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